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Matériaux a changement de phase

Changement de phase dans I'octadécane, production de la convection naturelle dans la partie
liquide. (Gong et al. 2015)
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1. Probléme de Stefan




Probleme de Stefan

Description du probleme

Solution de référence

L'évolution de la température T dans un matériau a changement de phase est décrite par
les équations

8:T)—ay 82T =0, T xQ (1a)
0:Ts —as 2T, =0, T x Qs (1b)
ks Ox Ts(t, S(t)) — ki Ox Ti(t, S(t)) = pLr S'(t) T (1c)
9 Qs
z=25(t)
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Probleme de Stefan

Description du probleme

Solution de référence

L'enthalpie' H du systeme vérifie I'équation
DeH(0) — (1/Pe) 8260 = 0. 2)

En remplacant dans |'équation, le probleme adimensionné peut &tre écrit comme

00 — & 030 4+ = 0: [ps(0)] =0 (3a)
0(to, x) = g(x), (3b)
e(t,X/) = Oh, (3C)
0(t, x;) = 0. (3d)

En particulier, on cherche a résoudre le probléme dans le domaine espace temps
[0,1] x [0.05,1] lorsque § = 0.05, . = —0.5, 6, = 1, Pe = 100 et pour les deux nombres
de Stefan Ste = 0.5 et Ste = 0.005.

1H = 6 4 (1/Ste) p(8), ¢ étant la fonction Heaviside
@5(x) = 1 [1+ tanh(x/0)]



Probleme de Stefan

Description du probleme
Solution de référence

Solution de référence

On pose
1 1 [1—tanh?(6/5)]\ "
On a alors
0:0 = r(0) 920, (4)

le schéma de différences finies avec la discrétisation de Crank—Nicolson associé a
I"équation est donné par

n+l _ gn oL — 20mt1 4 gntl n 20" 49"
01 01 — 1 I‘(97+1) i+1 i + i—1 + r(olp)01+1 29: + 9171 ,
At 2 (Ax)2 (Ax)?

Iinconnue 0™ est la solution d'un systéme d'équations non linéaires qui peut &tre résolu
par la méthode de Newton-Raphson.
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Probleme de Stefan

Description du probleme

Solution de référence

10734 —— p2 /

-@®- Rel. Ly error /

Figure: Convergence quadratique (en maillage) du schéma (h = Ax = At).
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2. Réseaux neuronaux




Réseaux neuronaux Définition
Apprentissage

Application : approximation de x ~— sin(x)

Un réseau de neurones profond de n couches, est la composition de n fonctions
2 x — £(x,64), Ok désigne I'ensemble de parametres pour la kieme couche

ug(x) =£" 00" o0 (x). (5)

Le plus connu : multi layer perceptron £*(x) = o* (W¥x + b¥)
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Réseaux neuronaux Définition
Apprentissage
Application : approximation de x ~ sin(x)

0L e £(0.5)

La kitme couche cachée

—— Forward propagation
<«—— Backward propagation

On cherche a résoudre le probleme d’optimisation

0* = argmin L(0,y,y) (6)
0

2K = Whak—1 4 pk
a* = o(2") avec a° = x
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Réseaux neuronaux Définition
Apprentissage

Application : approximation de x ~ sin(x)

Un réseau de neurones a une seule couche, peut approcher n'importe quelle fonction
continue avec n'importe quelle précision donnée, a condition d'avoir un nombre suffisant
de neurones (Hornik. 1991)

Approximation de z — sin(27z) sur [—1,1]

1.5
= Sin
1 == = Prediction
0 Training data
0.5 1
= 0.04
—0.5 1
—1.0 1
—1.5 T T T T T T T T T
—1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
xr
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3. Réseaux neuronaux informés par la physique




Principe général
Exemple

Réseaux neuronaux informés par la physique

On considére le probleme

Oru+ Nul =0, TxQ (7a)
u(t,x) = g(t, x), T x 09 (7b)
u(0, x) = h(x), Q (7¢)

En remplagant I'inconnue u par un réseau de neurones u, la solution du probleme (7)
peut étre approchée en minimisant les fonctions coiits :

Lr = (|08 + NT{@]ll 70, (8a)
Lo =t~ gllrxon,n, (8b)
Lo = ||t = hllg, n, (8¢)

ol ||fllan =% SN |F(x)[?, les xx sont choisis de mani&re uniforme sur A.

Maziar Raissi et al. 2019
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Principe général
Exemple

Réseaux neuronaux informés par la physique

Figure: Physics informed neural network
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) ) ! Principe général
Réseaux neuronaux informés par la physique

Exemple

On considere |'équation de chaleur avec condition de Dirichlet homogene
—u"(x) = 4n° sin(27x), x €[0,1]. (9)

Soit U un réseau de neurones d'une seule couche cachée de 10 neurones, et a fonction
d’activation ¢ = tanh. On pose

L= N% 2’;1 (ﬁ"(Xf) + 472 Sir‘l(27rx,k )2 (N, = 15)

L, = 0(0)* + (1)

0 1000 2000 3000 4000 5000

Epoch

Figure: Minimisation de £ = L, + L, a 'aide de I'algorithme Adam. Erreur relative L, égale a
6.7¢ — 4.
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4. Application sur le probleme de Stefan




Pointwise weighting
Application sur le probleme de Stefan

Résolution par la méthode PINN

hyperparamétres

Deux entrées (t, x) et une sortie §(t, x), six couches cachées

Architecture de 20 neurones a fonction d’activation o = tanh

Initialisation Xavier
Optimiseur Adam pour 100000 itérations
Pas d’apprentissage tny/% np=1e—3,v=0.9, k= 2000
Données d’entrainement No = 1024, N, = 256, N, = 10000 a I'aide de I'échantillonnage Latin Hypercube
L = ‘ B — 0.018c + (1/5te) [05(0)]
t11{0.05,1]x[0,1], N,

Lo= H@(o.os,-) 7gH[

0,1], No

L= Hé(-,o)—ehH +[[ac,n - o

[0.05,1] [0.05,1], Ny

On considére la forme générale de la fonction cofiit :

L =uwo Lo+ wpLp+ w Ly

CANUM 20 13/20



Pointwise weighting

Application sur le probleme de Stefan

Cas de Ste=0

10°

0.0513
0.0456
0.0399
0.0342
0.0285
0.0228
0.0171
0.0114
0.0057
0.0000

10!

Rel. Ly error

1072

10°%

0 20 4 0 80 ><H1)8’ 000 002 004 006 008

0.10

Epoch

Figure: Erreur relative L, (a gauche) de valeur finale 3.1e — 3. Erreur absolue (a droite).

t=10.05 t=10.53 t=1.00
1.0 1017 1017
Reference solution | Reference solution \ Reference solution
—=- PINN \ —=- PINN \ -=- PINN
— 051} 051 054
8 L] \ \
< \ \ \
S 009 | 004\ 004\
\ \ \,
\ \ \\
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000 025 050 075 100 000 025 050 075 100
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T

T
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Figure: Solution a la fin de I'entrainement pour t = 0.05, t = 0.53 et t = 1.
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Cas de Ste

Application sur le probleme de Stefan

= 0.005

Pointwise weighting

10!

dynamical weighting

Erreurs relatives Ly en haut: 1.3e — 1 pour le premier cas (blue), 3.5e — 2 pour le deuxieme
(orange) et 2.5e — 2 pour le troisitme cas® (vert). Erreurs absolues en bas.

10 60 50 100
x10°

Epoch

0.00

wo = whp = wr = 1

wy =100, wp = w =1

dynamical weighting

10 10
08 08
0.6 0.6
0.4 0.4
02 02
002 004 006 005 010 000 002 004 006 005 010 000 002 004 006 008
T T T
0.000 0.085 0.170 0251 0.330 0.421 0.500 0501 0.678 0.763

2dynamical weighting: Sifan Wang et al. 2021.
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Application sur le probleme de Stefan

Pointwise weighting

t=0.05 t=0.53 t=1.00
1.04
N

\

0514
' AY
LY
LY

0.04 S
iainia oL LT
T T T T =0.51 T T T T T T T
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.000 0.025 0.050
----- Reference solution - wo=wp=w, =1

0.075
x
wo =100, wp = w, =1

0.100
Figure: Solution a la fin de I'entrainement pour t = 0.05, t = 0.53 et t = 1.

dynamical weighting
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Pointwise weighting
Application sur le probleme de Stefan

Pointwise weighting

Ici les poids w,, wy et w;, dépendent de (t, x)

£, = |mi(w) (8 = 0010 + 200 [5®)] ) H[o.os,ux[o,u, "
Lo = Hmo(wo) (§(0.05, y- g) H
o= e (3.0 -0

L =L+ Lo+ Ly

[0,1], No

o Hmb(wb) (5(4,1) 70c)

[0.05,1 |[0.05,1]. Np

m;, mp et m, sont des fonctions positives, différentiables et strictement croissantes. La
mise a jour des paramétres se fait par descente de gradient de telle sorte que

mgin max L(0,wi,wp, wr) (10)

Wi,Wp,Wr

soit atteint.
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Pointwise weighting

Application sur le probleme de Stefan

Absolute error

032
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012
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0.00

dynamical weighting

100 weighting

pointwi

Rel. Ly error

0 20 o 60 80 ;‘1‘3‘ 000 002 004 006 008 0.0

Epoch x

Figure: Erreur relative Ly (a gauche) de valeur finale 2.4e — 2. Erreur absolue (a droite).

t=0.05 t=0.53 t=1.00
L0y 1.0 i 104
B Bk
i~ 0.5 : 0.5 \ 0.54
= b %
S 004 0.04 \ 0.04
e, Rl
~ e
>l S
051 . e e 051 . . . 051 . . .
0000 0025 0050 0075  0.100 0000 0025 0050 0075  0.100 0000 0025 0050 0075  0.100

=+= Reference solution ==+ dynamical weighting ==+ Pointwise weighting

Figure: Solution a la fin de I'entrainement pour t = 0.05, t = 0.53 et t = 1.
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5. Conclusion et perspectives




Conclusion et perspectives

Conclusion et perspectives

® Ste = 0.5 on peut directement approcher la solution du probleme.

Ste = 0.005 "sharp solution” difficultés dans I'apprentissage, il faut balancer les
composantes de la fonction colit, globalement ou localement.

® Couplage du probleme de Stefan avec les équations de Navier Stokes
(Navier-Stokes-Boussinesq).

® Pour le probleme de Stefan, approximation de |'opérateur
(x, t, Ste, Pe) — u(x, t, Ste, Pe).

® Convergence ?
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Conclusion et perspectives

Merci beaucoup pour votre attention !
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