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@ Controle et Observation pour les EDOs linéaires



Bases de théorie du contrdle

Systéme de contrdle

y'(t) +Alt)y(t) =B)f(t),  t€[0,T],
y(0) = o,
ot y : [0,T] — R™ est 'inconnue, A : [0,T] — R™ ", B:[0,T] — R est

I'opérateur de contrdle, donné, et f(t) : [0, 7] — RY est le paramétre de controle,
a choisir.

(1)




Bases de théorie du contrdle

Systéme de contrdle

{y'(t) +A@y(t) = BM)f(t),  te0,T],

4(0) = yo, @)

ot y : [0,T] — R™ est I'inconnue, A :[0,7] — R™", B:[0,T] — R" est
I'opérateur de contrdle, donné, et f(t) : [0, 7] — RY est le paramétre de controle,
a choisir.

v

Question de la contrdlabilité exacte :

Pour tous yo,yr € R", existe-t-il un paramétre de contrdle f € L2([0, T];RY) tel
que y(0) = yo,y(T) = yr?




Contrélabilité a zéro et son coit

Contrélabilité a zéro :

On considére uniquement |'état cible ypr =0 :
Vyo € R",37f € L*([0,T]; RY) : y(0) = yo, y(T) = 0.

Pour les systémes linéaire, contrélabilité <= contrélabilité a zéro.




Contrélabilité a zéro et son coit

Contrélabilité a zéro :

On considére uniquement |'état cible ypr =0 :
Vyo € R",37f € L*([0,T]; RY) : y(0) = yo, y(T) = 0.

Pour les systémes linéaire, contrélabilité <= contrélabilité a zéro.

Coiit de contrdlabilité :

Le colit de contrdlabilité du systéme de contréle (1) est la constante

Ceont,A,B,T = ‘s1‘1p inf {||f|lz2 : (0) = yo,y(T) = 0}
yo|=1




Dualité Contréle/Observation

Théoréme :

(1) est controlable a zéro en temps T si et seulement si le systéme adjoint
b'(t) + A" ()b(t) =0, b(0) = bo (2)

est observable en temps T pour |'opérateur d'observation B*, c'est-a-dire s'il
existe Cobs, A+, B+, T > 0 tel que toute solution b de (2) vérifie :

T
BT < Chne e / 1B (£)b(0)]? dt.

De plus, on a
Cobs,A*,B*,T = Ccont,A,B,T




Caractérisation algébrique de |'observabilité

Théoréme :

Le systeme (2) est observable pour B* si et seulement si la Gramienne
d'observabilité G(T'), solution au temps T' de

est inversible, et dans ce cas le coiit est donné par

Cobs,A*,B*, T = (Amin(G(T) )71/2-

~—




ldée de la preuve

La preuve se fait en deux étapes :
@ On regarde I'EDO vérifiée par un tenseur d'énergie, ici b® b :

(bab)(t)+ A (b®b)+ (bebA=0.



ldée de la preuve

La preuve se fait en deux étapes :
@ On regarde I'EDO vérifiée par un tenseur d'énergie, ici b® b :

(b@b)(t)+ A (b b)+ (b®b)A=0.

@ On exploite les relations de dualité.
En notant I'énergie Er(t) := G(t) : (b®b)(t), on a

Eg(t) = B(t)B*(t) : (b@b)(t) = | B (t)b(t)|*.

Comme G(0) = 0, on peut écrire I'énergie observée sous la forme :

/O B ()b(t)|* dt = Er(T) = b"(T)G(T)H(T).



© Généralisation de I'approche a un modéle-jouet de transport



Enoncé du probléeme

On considére I'EDP de transport :

Opu+ (v-V)u+ Au =0, reRYte0,T],
u(0) = uo, z € RY,

ott v : RY — R? donng, A : RY — R™ " donné, u : [0,7] x R — R™ est
I'inconnue, et B : [0,T] x R? — RV*" est I'opérateur d'observation donné.

But : Obtenir une inégalité d'observation de la forme

T
la(T)7- < 02/0 IB(t, z)u(t, »)||7- dt,

et calculer la constante C minimale.



Le résultat principal

On définit le flot caractéristique par

Orp(t,z) = v(p(t, 7)), ¢(0,2)=z.

Théoréme :

Le colit d'observation du systéme (3) est donné par

c— ( in Ammwm(T») o

z€R?
ol la Gramienne G, (T) est la solution au temps T de
G;(t) - A;<t)Gw(t) - Ga:(t)Aac(t) = B; (t)Bz(t)a Ga:(o) =0,

avec




ldée de la preuve

On suit les mémes étapes que dans le cas EDO :



ldée de la preuve

On suit les mémes étapes que dans le cas EDO :

@ On regarde I'évolution d'un tenseur d'énergie pertinent, iciu® u :

(ueu)+ (v-V)(u®u)+ A(u®u)+ (u@u)A* =0.



ldée de la preuve

On suit les mémes étapes que dans le cas EDO :

@ On regarde I'évolution d'un tenseur d'énergie pertinent, iciu® u :
(ueu)+ (v-V)(u®u)+ A(u®u)+ (u@u)A* =0.

@ On exploite les relations de dualité :
On définit la matrice M (t, z) telle que

M+ (v- V)M +div(v)M — A*M — MA=B*B, M(0)=0,
ainsi que I'énergie Eg(t fRd (u®u)dz. On a alors :

EH&=A;HB:m®qu=Mmﬁ%

donc

T
[ 1BulEadt = Eu(r) = [ w @)
0 R4



ldée de la preuve

On suit les mémes étapes que dans le cas EDO :

@ On regarde I'évolution d'un tenseur d'énergie pertinent, iciu® u :
(ueu)+ (v-V)(u®u)+ A(u®u)+ (u@u)A* =0.

@ On exploite les relations de dualité :
On définit la matrice M (t, z) telle que

M+ (v- V)M +div(v)M — A*M — MA=B*B, M(0)=0,
ainsi que I'énergie Eg(t fRd (u®u)dz. On a alors :

Bh(t) = / BB (uww)dr = |Bul.,

donc .
/ ||Bu||izdt:ER(T):/ u*(T)M(T)u(T).
0 R4

@ On élimine le terme de transport en prenant G (t) := M (¢, o(t, x))



Remarques

@ L'expression de I'énergie observée permet d’améliorer le coiit pour des
données initiales localisées.



Remarques

@ L'expression de I'énergie observée permet d’améliorer le coiit pour des
données initiales localisées.

o L'observabilité de 'EDP de transport est équivalente a I'observabilité
uniforme de la famille d'EDOs caractéristiques

b+ A ()b
b(0)

0,
bO7

pour |'opérateur d'observation B,.



© Controle hautes-fréquences des systémes pseudo-différentiels a une vélocité



Le contexte pseudo-différentiel

On prend € < 1, et on se place dans le régime hautes fréquences £ ~ %

Pour un symbole a(z, &) dans C§°, on définit I'opérateur pseudo-différentiel
associé par :

ovtlate o) = oy [ [ a5 ) e

Ca généralise la notion habituelle de symbole différentiel :

fy

Og; <> 1>, (v(z) V) & év(m) {4 %div(v), e

et permet de gérer une classe plus grande d'opérateurs, par exemple les termes de
pression.
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Enoncé du probléeme

On considére les problémes de Cauchy pseudo-différentiels de la forme

ou® + éop‘gv[H]u8 + opY[AJu® =0, zeRYte (0,7,

u®(0) = u§ € L*(R%C™), r € R%
(4)

ol H(xz,&) est un symbole réel scalaire, A(x,&) est un symbole matriciel n x n, et
on considére un symbole d'observation B(t,z, &) matriciel N x n quelconque.

But : Obtenir une inégalité d'observabilité en hautes-fréquences de la forme :

e(T 2
v(ug)ae(o,l] C L2(Rd;(cn),1imsup - Hu ( )||L2 5 S CQ
=0 [o [lop¥[Blus(t)]7- dt

)

et exprimer la constante optimale C.
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Choix du tenseur d’énergie : transformée de Wigner

Pour u,v € L?(R%; C"™), on définit la matrice de Wigner comme

Weu,v)(x,€) := (Q%W /Rd u (:c - 6%) ®v (x +5%) eE dy.

12



Choix du tenseur d’énergie : transformée de Wigner

Pour u,v € L?(R%; C"™), on définit la matrice de Wigner comme

Weu,v)(x,€) := (2%)61 /Rd u (:c - 6%) ®v (x + 6%) eE dy.

@ Contient de I'information sur la localisation de I'énergie dans |'espace des
phases :

Vo e R [ (W fuol(e.6)) d = (w@ 0)(o),

V€ € Rd,/ﬂw tr(Weu, v](z,€))de = (Q;E)d(a@m (i) ,
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Choix du tenseur d’énergie : transformée de Wigner

Pour u,v € L?(R%; C"™), on définit la matrice de Wigner comme

Weu,v)(x,€) := (2%)61 /Rd u (:c - 6%) ®v (x + 6%) eE dy.

@ Contient de I'information sur la localisation de I'énergie dans |'espace des
phases :

Vo e R [ (W fuol(e.6)) d = (w@ 0)(o),

Ve € RY, /}R tr (W=, v](2, €)) dar = @(ﬂ@ %) (i) ,

o Compatible avec les opérateurs pseudo-différentiels :

/ a(x, &) : W u,v)(z, &) de d€ = (opY [a]u, v) 2,
Re xR

et une version locale de cette égalité.
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Evolution de la transformée de Wigner

En notant We(t, x, &) := We[u®(¢),u®(t)](x, &), les régles de calcul
pseudo-différentiels donnent I'évolution

DWW + {H,WF} + AW® + WEA™ = O(e),

ou {-,-} est le crochet de Poisson

{a,b} = (9ca)(0:b) — (0:a)(0eb).

13



Evolution de la transformée de Wigner

En notant We(t, x, &) := We[u®(¢),u®(t)](x, &), les régles de calcul
pseudo-différentiels donnent I'évolution

oW + {H, W} + AW® + W A" = O(e),
ou {-,-} est le crochet de Poisson
{a,b} = (0ca)(9xb) — (02a)(0ch).
On introduit le multiplicateur M (¢, x,£) qui résout

M + {H,M}— A*M — MA = B*B,
M(0) = 0.

On obtient rapidement |'expression de |'énergie observée

T
/O ||op‘;’[B}u€(t)||2L2dt:/ M(T,2,€) : WE(T, 2,€) da dé + O()

R4 xRd
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Le résultat principal

Le flot qui retire le terme de transport {H, W<} est le flot Hamiltonien, défini par

Op(t, @,8) = (OcH(Y(t,2,8)), —0: H(Y(t,2,€))), (0,2,8) = (x,§)

Théoréme [Bianchini, L., Sueur, '24] :

Le colit d'observation en hautes fréquences du systéme (4) est donné par
~1/2
C= (;ggw )\min(Gm,s(T))> ;
ou G ¢ résout
{ we(t) = AL ()Gae(t) = Gog(t)Ane(t) = By ¢ (1) Ba (1),
G e(0) =0,

avec

Aa;,&(t) = A(w(t’x’ ))’ Bz,{(t) = B(¢(t7$7 ))
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Remarques

@ On a encore la possibilité d'affiner le colit si on a des informations sur la
localisation de W¢[ug, ug].

15



Remarques

@ On a encore la possibilité d'affiner le colit si on a des informations sur la
localisation de W< [u§, ug].

@ L'observabilité du systéme pseudo-différentiel est équivalent a I'observabilité
uniforme de la famille d’'EDOs bi-caractéristiques

b+ Ar’gb =0,
b(0) = by,

pour I'opérateur d'observation B, ¢.
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Extensions et pistes

@ Méthode applicable aux systémes fortement hyperboliques, créant un terme
d'amplification supplémentaire.

@ Possibilité de construire un contréle explicite pour les EDPs a partir du
contrdle des EDOs bi-caractéristiques associées.
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Applications

Applications étudiées :

Equations d’Euler incompressibles linéarisées autour du flot de Couette,
Equations d'Euler compressibles pour les gaz parfaits avec force de Coriolis.

Equations de Rossby-Poincaré.

Systémes de dissipation vérifiant la condition de Shizuta-Kawashima.

17



Merci pour votre attention !
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