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Tomographie par impédance €lectrique J

La tomographie par impédance électrique (EIT) est une technique d'imagerie non invasive visant a
reconstruire la distribution de conductivité électrique a 1'intérieur d'un domaine en appliquant des
courants électriques au bord du domaine a des électrodes et en mesurant les tensions résultantes.

timet+ AT

Description de 1'étape de mesure pour I'EIT (the adjacent driving mode Leonhardt and Lachmann,
2012)



{ Tomographie par impédance €lectrique : applications J

0 2 4 6 8 10 12 14 () 16

Un nourrisson de 10 jours avec des électrodes EIT (Heinrich et al.
2006) pour un diagnostic et un traitement précoces des maladies
pulmonaires au stade initial du développement.

Surveillance en temps réel des patients atteints de maladies pulmonaires.



L'EIT dans un contexte
€lectrocardiographique

* Dans le cadre de I'institut des Maladies du Rythme Cardiaque (IHU Liryc)

* Objectif: détecter les troubles du fonctionnement électrique du coeur, responsables de la majorité des morts
soudaines par arrét cardiaque.

* Technique non-invasive pour reconstruire le champ électrique a la surface du coeur a partir de mesures sur le
torse : ECGi = imagerie électrocardiographique
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* Dans le cadre de l'institut des Maladies du Rythme Cardiaque (IHU Liryc)

* Objectif: détecter les troubles du fonctionnement €lectrique du coeur, responsables de la majorité des morts
soudaines par arrét cardiaque.

* Technique non-invasive pour reconstruire le champ électrique a la surface du coeur a partir de mesures sur le
torse : ECGi = imagerie électrocardiographique
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Tomographie par impédance €lectrique : dans le cadre
de cette these

Généralement on a ce type de
probleme en 2D:
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Tomographie par impédance €électrique
de cette these

- dans le cadre J

Généralement on a ce type de
probleme en 2D:

Probleme classique :

trouver les conductivités des
inclusions.

Probleme
inverse de
Calderon.



de cette these

Tomographie par impédance €lectrique : dans le cadre
Probleme classique :

trouver les conductivités des

o inclusions.
Généralement on a ce type de
probleme en 2D:

Inconnues : conductivités, .
o, Probleme
impédances de contact,

L. inverse de
géométrie du bord... Calderén.




Modélisation du probleme direct
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Modélisation du probleme direct : Le modele / \

continuum * Le modele le plus simple.

1 Potenticl e [a condition au bord modélise la circulation
Trouver v dans H (Q) tel que libre du courant a travers tout le bord du

domaine.

: = ns 2
Conductivité vV (0 0 dans * Le plus simple a traiter mathématiquement.
o= f sur OS2, \ /

avec f une fonction dans L?(9€Q) qui vérifie :

/(mfds(a:) = 0.

4 )

Pour une fonction de densité f € L?(92) qui vérifie la condition [, fds = 0,

le modéle continuum admet une unique solution u dans H'()/R.
- J
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Modélisation du probleme direct : Le CEM J

Trouver u € H* ( Q) et U € Rf}’f tels que . Modehsatlo/n de I'injection des courants a
travers des €lectrodes.

( : —
V (O‘Vu) 0 dans {2 * Chaque €électrode possede une impédance de
U+ zmothuy = Uy sur Em,_ contact.
9 cOyu = Osur N\ E,
* Le modele le plus réaliste.
aostida = Im:
). - -

Avec F,, l'électrode m-iéme, z,, 'impédance
de contact associée, I € R le schéma de cou-
rant.

M
RY = {IeRM,ZIkzo}.

k=1

Etant donné un courant d’entrée I € RY, le CEM admet une unique solu-
tion dans H! = (H1(Q2) x RM)/R.
12




! Une méthode de frontiere immergée pour
I'EIT

/
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Représentation implicite du bord : Level-set

4 N

plr) <0 sizeq,
o(x) =0 six e o,
e(x) >0 sizeRI\Q.

Le vecteur normal unitaire v(x) a 0€2, pointant vers l'extérieur de €2, peut
s’exprimer en termes de ¢ comme suit:

Veel, v(x)= Velz)

V()|




|

Une méthode numérique a frontiere immergée
pour I'EIT

|

dh
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Une méthode numérique a frontiere immergée
pour I'EIT
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Une méthode numérique a frontiere immergée
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Une méthode numérique a frontiere immergée
pour I'EIT

|
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Une méthode numérique a frontiere immergée

|

pour I'EIT
i I i i I I I I
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entre la grille
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. h
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sans voisin Sur  — e
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’
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point
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Discrétisation de 1'opérateur elliptique : ., v (JV’u,) = f dans O

Pour les points réguliers : un
schéma de différences finies . h ul — ult ul — ufyy 1
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Discrétisation de 1'opérateur elliptique : v (JV’u,) = f dans O
—(V.(aVu))i,j = (Uz'+1/2,g P %J O5—1/2,g :r;:—xw h
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Discrétisation de 1'opérateur elliptique :

h ult — ul U — Tigs ', 1
—(V.(sV ) — ( Y g1 d
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o, =1 sur F.
Discrétisation des conditions de flux : cO,u + & (u —~ W) =g sur E,,,
*—
h h _ e N
o(Vu- V)i +5m(fi+1/2,j)(ui+1/2,j - Um) = 9it1/2 St Lix1/25 € Ems | -
®
h .
L'expressionde  (Vu - )" ' 1/2,;6nd de la géométrie du bord : s

l'intersection entre la normale a la frontiere et la grille se situe généralement su

segment : stencil de trois points .
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(Vu - 1/)?4_1/2?‘7' = (u1 o1 + u2 a2 + uz az)vy + (U1 B1 + uz B2 + us B3)vy,.

Si on note par K le triangle du stencil avec :

i (xl,yl), (I’Q,yz) ,(ng,yg) S sommets

* U1, U2, U3 les valeurs associées

Les fonctions de base aux sommets pour l'interpolation linéaire
s'écrivent comme suit :

avec
s Ye — Yi
Py —me)yy — i) — (25— =) (Y — yk)
6' o r; — Tk
7 (g — )y — i) — (25— ) (v — yk)
v = TrY; — TilYk
Pz — i)y — vs) — (25 — za ) (yi — k)

s

—
.."
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J-1 J-1
I-1 ) ¢ I [+1 4
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1 ]
L)
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Discrétisation des conditions intégrales sur les / (Em (U — ) ds(x) + &8y Uy = Ly — / g, m=1,..., M.
électrodes Em Em

Nous discrétisons sur chaque €lectrode avec une formule de quadrature du premier ordre basée sur une fonction de Dirac discrete (Peter
Smereka 2005)

Avec les poids suivants : (formule a

I'ordre un)

h = e (—z N S—
(Si:j . 5£jsr) +5(J )_i_(sz(j:y) +5£=jy)

i,

, il w0
12DF pi 411 Vpi4]l Py Paelyy =15
0 sinon,

/ { i, Dawi,;|

N

lpi—1,; D20 ;|
h?| Dy @i ;| IVEes,ill

sl i Pi-15 <0,

Y N
S.Q:—E_
S|
Il
o
o

k sinomn,
( (
1 h i, 511 D) pi 5 -
A +. = SI { . o . . S 0
55}- Y) = h2| Dy @i 5[ VEpiill PrdPhgr] ’
' 0 sinon,
( ()

|901._';71Dg‘19i;}| .
.l ; o s s1 D (D i < 0_
= { W D; el Vawegll = PudPiHLI-1=

NG ' 0 sinon.
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Convergence a l'ordre premier de la méthode de
frontiere immergée

Etape 1 : Monotonicité de la matrice de discrétisation

La matrice de discrétisation Ar du systéme linéaire est monotone, c'est-a-dire qu'elle est inversible et que toutes les valeurs
de A; " sont positifs.

Etape 2 : Etablir les estimations sur les fonctions de Green

~

Nous pouvons écrire la solution du probleme discrétisé comme une somme des termes source multipliés par les valeurs des
fonctions de Green discretes

up(P) = > Gr(P,Q) (Anup)(Q), VP e Qy UdQ, U Ey.
QeEQLUINLUE),

Notre objectif est d'obtenir des majorants pour les fonctions de Green discretes associées a la matrice résultant de la
discrétisation afin de pouvoir évaluer la convergence du schéma numérique:

Pour h suffisamment petit, les bornes supérieures suivantes sont vérifiées :

S Gu-Q) <0,

QEQL\Q;

> Gu(,Q) < 0(1),

QEQULUE)

Y G <om. 26

QeQ;

[@(P) — un(P)| < O(h).




Convergence a l'ordre premier de la méthode de
frontiere immergée

Pour chaque point (Q de la discrétisation, on définit la fonction de
Green discréte G, (P, @) par :

menp={ ¢ 7722
Chaque G4 (:, Q) est une colonne de A, '
up(P) = > GL(P,Q) (Apun)(Q), VP € Q,UdQ, UE),.

QGQhU(thUEh

Si Ap est monotone tous les coefficients de G (:, Q) sont positifs

000328 .73%9e-5
2e-5

“le-5

0
-le-5
-2e-5

-2.74e-5

U 0002

' 0.0002

-0.00033

Exemples de fonction de Green discréte, 1002, 2002 et 4002 points.




Convergence a l'ordre premier de la méthode de
frontiere immergée

@trer que la matrice est monotone : \

vy, ((Any)i > 0 Vi = g > 0 Vi)

Utiliser le principe du maximum discret et des fonctions ad hoc pour
obtenir les estimations sur les sommes des coefficients de A;l

> Gu(:,Q)<0(1),

QEQh\QZ
S Gu,Q) <o),
QeI UE
Z Gh(!, Q) £ O(h)- Soient S et S deux sous-ensembles de points, W une fonction discréte, a > 0,
Qe B >0eti, j€N tels que :
(AW)(P) >0, VP € QU UE\S,
(AWW)(P) 2™, VPE€S,
(AW)(P) > —(877), WP€S.
Alors
) Gu(P,Q) < 'W(P)+a'B7 Y Gu(P,Q), VP € UddUE,. 28
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Résolution numérique du probleme direct : choix
géométrique

Géométrie 1

/ 1

\

=i

\ /

N -1.5

\_4/

/ 0.5
| /
T T T T 24
b ‘.5 1 05 o0 05 15 »
0.5

Géométrie 2

Géométrie 3
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Convergence numérique : Géométrie 1.

107 T ] 107 .
L ]
4 ® g
1021 1 10 ]
® Errors foru ® Errors for the gradient of u
=—gslope 1.02373 =—slope 0.89771
— slope 1 —slope 1
1073 : . .
102 102

Etude de la convergence avec une solution manufacturée u(x, y) = sin(xy) et U = 0. On calcule une norme infinie sur les points de grille dans la géométrie 1. On dispose de 16
électrodes sur le bord.
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Application : résolution de problemes
Inverses
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Application 1 : probleme inverse de conductivité

1 €
On cherche a minimiser la fonctionnelle : F(J) = 5 HU(O‘, I) — UmeaSHI%RM I 5 H(T = 0'*”%{1(9)-

Ici o, € L°° N H(Q)xonductivité de référence connue.
*

La stratégie de minimisation repose sur le fait que I'application M : 0 — (u(o, I), U (0, I)) est Fréchet-différentiable

/Plus précisément, pour tout do dans L™ N H'(Q) tel que o + do > ¢ >“

p.p. dans €2, on a

M(o +d0) = M(o) + (0u, 6U) + o(||00]| L= ()),

ott du € H'(Q) et U € RM, 6U; = 0, sont les seules solutions du probléme
variationnel suivant :
Trouver (u,U) € H(Q) x RM tels que pour tout (v,V) € HY(Q) x RM, on ait

/QaVu -Vudz + ; [Em Em(u — Up) (v — V) ds(zx)

+eU Vh = —/ doVu(o,I) - Vvdz.
Q
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Application 1 : probleme inverse de conductivité

1 €
On cherche a minimiser la fonctionnelle : F(J) = 5 HU(O‘, I) — UmeaSHI%RM I 5 H(T = 0'*”%{1(9)-

Ici o, € L>° N H!(Q)onductivité de référence connue.

La stratégie de minimisation repose sur le fait que I'application M : 0 — (u(o, I), U(0o, I)) est Fréchet-différentiable

Supposons que do,, appartient a L>°(2). Il existe T,, > 0 tel que pour tout
t € (0,T,),
F(ay + tdoy) < Flos)-

33



Application 1 : probleme inverse de conductivité

1 €
On cherche a minimiser la fonctionnelle : F(J) = 5 HU(O‘, I) — UmeaSHI%RM I 5 HJ = 0'*”%1'1(9)-

Ici o, € L>° N H!(Q)onductivité de référence connue.

La stratégie de minimisation repose sur le fait que I'application M : 0 — (u(o, I),U(o, I)) est Fréchet-différentiable

Supposons queppartient a L>°(Q). 1l existe T,, > 0 tel que pour tout

t € (0,T5),
F(ay + tdoy) < Flos)-
Pour une conductivité donnée o, nous définissons (d uy, dyu,) par :
» . U\o L u\o, 2 U\ Tn ! U\ Tn i
do, comme étant 'unique v € H (Q) tel que : dyty, = (BlCnl) | Oulga ] )] e LX), du, = |2dgl) | Sulend )] € L*(Q)*

—Av+v= e(/_\(crn —0,) — (on — 0*)) + dould o, + dyugdymn.

34



Application 1 : probleme inverse de conductivité

Conductivité recherchée Reconstruction 0% bruit Reconstruction 2% bruit

2.0e+00
1.9
1.8
1.7
1.6
1.8
14
— 1.3
— 1.2
1.1
1
09
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
1.5e-01

Reconstructions dans la géométrie 1. Premiére colonne : conductivité recherchée. Deuxieme colonne : conductivité reconstruite avec des données
non-bruitées . Troisieme colonne : conductivité reconstruite avec des données bruitées .

Sigma(Sm-1)
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Application 1 : probleme inverse de conductivité

Conductivité recherché Reconstruction 0% bruit Reconstruction 2% bruit

2.0e+00
1.9
1.8
1.7
1.6
1.5
1.4
1.3
—12
— 1.1

Sigma(Sm-1)

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
02
0.1

Reconstructions dans la géométrie 3. Premiere colonne : conductivité recherchée. Deuxieme colonne : conductivité reconstruite avec des données
non-bruitées . Troisieme colonne : conductivité reconstruite avec des données bruitées .

0.0e+00



Application 1 : probleme inverse
d' impédances de contact

Cas 1 dans Q, Cas 2 dans O, Cas 3 dans O
4.0 4.0
® vraielfz ® vraielz ® vraiel/z
A reconstruction de 1z 4 reconstruction de 1/z A reconstruction de 1/z
*  1/zde début B + 1/zde début 351 *  1/zde début
A A& 4 ) & A
o 6 o o o & o o o o & 9 |30 3.0 1
A
A A
254 2.5 2.5
2.0 - 2.0 2.0 4
L5 + 15{ ® @ ) @ 1.5 A ]
A A A A
1.0 * * * * * & 1.0 1.0 1 L % * % * * & ¥
0.5 0.5 0.51
t & @ g 0 ¢ & ¢ ¢ 2 a2 B o 0o
J ) ! ] : : : : ' ! ! I 0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T 0.0 T T T T ! I ! ! T ! i i ¥ ! ' !
3 F 7 B 2B RBEER BB N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 1516 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 12 1B U 1516
Electrode Electrode Electrode
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Application 1 : probleme inverse de conductivité
et impédances de contact

Reconstruction des admittances de contact

4.0
1.8e+00 ® vraie 1)z
A reconstruction de 1/z
1.6 389 *  1/z de début
1.4 3.0 4
57 ]
i 2 2.5+
' 5
£ 1 E i
L2 =
o £201 2 ¢ © 2 © 92 ¢ 9 o 2 2 2 2 ¢ ¢ ¢
0.8 £ g
1]
(o)) k=]
UO oD _g 1.5
<
0.4 101 * * & # & & & & * « 4« & & & & &
0.2
0.5 4
0.0e+00
D.D T T T T T T T T T T T T T T T

T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Electrode

Reconstructions simultanées de la conductivité et de I'admittance de contact pour les différents cas dans la géométrie 1
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Application 1 : probleme inverse de conductivité
et impédances de contact

Reconstruction des admittances de contact

4.0
® Vraie valeur de 1/z
2'UE+DO 4  Valeur de reconstruction de 1/z
3.5 7 +  Valeur de début de 1jz
1.8
],;5 3.0 - 9 @
A A
~~ is]
1.4 - 225+
= S
— 1.2 5 g
E $2.0—***w***********w
1 5 E )
k= A A
= £15{ & & & o ® B 8§ ¢ o o & o
0.8 o s | 4  §
O'é 1.0 4
0.4
0.5 1
2.0e-01
0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Electrode

Reconstructions simultanées de la conductivité et de I'admittance de contact pour les différents cas dans la géométrie 2
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Application 2 : résolution du probleme inverse de

forme

Les parametres liés a la géométrie du bord :

ou le parametre de forme

Pour les électrodes :

90 = {r(0)u(0),0 € [0,2x]} avec u(f) = [cos(0),sin(0)], et

N
r(6) = oo + Y (o cos(kf) + i sin(kd)).

=1

k
a = |ag, ai,...,ay] € R2V+1est choisi de telle maniere que 0 < r(f) <1 pour tout

Les M électrodes, qu’on note par, F1, ..

(01,082%) ¢ RM x RM vérifiant

0l <0 <O <.

tels que

., Elpr sont paramétrées par deux vecteurs

.. < O3, < O] +2r,

En = {r(®)u(8), 0 € [0,,,02]}.

g € [0,2x].

40



Application 2 : résolution du probléme inverse de Opérateur de mesure et dérivée de forme

forme o R . y
L'idée consiste a dériver I'opérateur de mesure associ€¢ au CEM

généralis€ par rapport 2 un champ de vecteurs h associé€ a une

certaine perturbation des variables de forme :

/ Pour h € C1(99,R9), nous définissons \

F[h]:z € 02 = x + h(x)

et
o, = F[h](09).

Pour un h suffisamment petit, 9€);, est la frontiére d’'un domaine lisse €2, qui
est une perturbation de €2. On note que 2} est recouvert par M électrodes bien
séparées E,, , définies par

Enge =t bim); 2 € En}-

Opérateur de mesure

4 )

R:(h,I) € By x RY — U(h),

avec

By = {h € C*(0Q,R"); [|hllcr (a0,rey < d},

d étant une constante fixe suffisamment petite.




|

forme

Application 2 : résolution du probleme inverse de J

-

L’opérateur R est Fréchet-différentiable & l'origine par rapport a la premiére
variable. En d’autres termes, il existe un opérateur bilinéaire borné

R : CY(0Q;R%) x RM s RM

tel que

’ |
1111
h—0 ||h||cl

\_

~

|R(h,) — R(0,-) - R'h| = 0.

((R’h)f) J == f: ] (h - vom, ) (U — u)(Ty — @)ds(z)

— hy(oVu)- (Vi) ds(z).
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Application 2 : reconstruction de la position des

—

électrodes
E4
Es Es
E4
E4
Es
Ei
E> i\ E
Ei E:
Positions recherchées Positions initiales Positions reconstruites
el 2 el @2 el e

Ey —2.51327 —-1.93817 —-3.14159 —-2.51358 —2.55152 —-1.97563
E, —0.94247 —0.30516 —1.57079 —-0.91229 —0.90298 —0.27141
Es 0.62831 1.24343 0 057253 0.54018 1.14782
Ey 2.19911 2.84837 1.57079 2.18999 2.08957 2.72868
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Vers des applications plus réalistes

44



Application 3: Reconstruction avec des données

réelles

------

A droite : une configuration
expérimentale pour la collecte
de données EIT en 2D avec une
configuration homogene et une
autre avec deux inclusions
plastiques. A gauche : le
systeme de mesure KIT4 a
I'Université de Eastern-Finland.

Reconstruction a 1'aide de I'ensemble de données avec 16 électrodes

|i
l

45
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~now»
Sigma(ms.cm-1)

0.0e+00

4.0e-01

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0.0e+00

Sigma(ms.cm-1)



( Conclusion et perspectives J

* Résolution numérique de I'EIT a I'aide d'une méthode de frontiere immergée.
* Tester la résolution du probleme inverse : conductivité - forme.

* Développement de code parallele pour I'EIT.

* Tester des algorithmes plus sophistiqués pour le probleme inverse.
* Développement de code pour le probleme inverse.

e Reconstruction avec des données réelles.

46



Merci pour votre attention :)
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Modélisation du probleme direct : Le CEM
généralisé

4 )

* Ce modele differe 1égerement du modele standard :
termes source non nuls a 'intérieur et au bord du
Trouver u € H'(Q) et U € RY! tels que domaine.
r ~V - (oVu) = f dans €2, * Modele utile pour les études numériques
cd,u =g sur E., \ /
{ o0,u u—Us) =g sur Ex, pourm=1,...,M,

/ coJuds(x) = Im, pourm=1,..., M.
. 1T

Avec E,, I'électrode m-iéme, &, € Zm, oll /SuppOSOIlS que f, I et g vérifient : \

Zm={€ € L®(En), £20, £ £0}, M
est admittance de contact, et I € RY le Z I + /g; fdx +/E gds(ac) =0,
m=1 c

schéma de courant avec

i _{ ol } alors, le CEM généralisé admet une solution unique (u,U) € H! = (H*(Q) x

Ie IR.M,ZIk =
=1 RM)/R.
\_ J
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Une formulation alternative pour fixer la
constante

4 )

i —V - (cVu) = f dans Q
go = g sur F,
3 gl,u+ En(u—Uy) =g st B, =1, ..., M,
g0, ds(®) I €0milUm = Iny) M= Lyas M.
\ (J.Dardé, N.Nasr, L.Weynans
| 2023)

/ g0,uds(z) + €Uy = I, / c0,uds(z) = Ip,, Yme {2,...,M}.
El E’m.

( Le probléme admet une solution unique (u,U) € H'(Q) x R<. 1
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Représentation implicite du bord : Level -set

4 N

plr) <0 sizeq,
o(x) =0 six e o,
e(x) >0 sizeRI\Q.

Le vecteur normal unitaire v(x) a 0€2, pointant vers l'extérieur de €2, peut
s’exprimer en termes de ¢ comme suit:

Veel, v(x)= Velz)

V()|




Convergence a l'ordre premier de la méthode de
frontiere immergée

Ap, matrice du systéme linéaire discrétisant le probléme elliptique, \
up solution, fp terme source

Apup= fh

Erreur d’approximation (consistance) :

( O(h?) pour l'opérateur elliptique sur les points réguliers,

1) pour l'opérateur elliptique sur les points irréguliers,

h) pour les conditions de flux sur les points d’interface,
h) pour les intégrales sur les électrodes,

Th(P) =

O(
O(
| 10K
L’erreur sur la solution numérique e;, = Uh — Ugypqcte Vérifie :

Ap en = Th

(5, \ Q5 = Points réguliers, 27 = Points irréguliers, 62, = Points d’interface,
FE;, = Electrodes



