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Propriétés de non-contrdlabilité de I’équation de Grushin
généralisée sur des variétés de dimension 2

Roman VANLAERE, CEREMADE - Paris

Dans cet exposé, nous allons nous intérésser aux propriétés de non-controlabilité interne de I’équation
de la chaleur sur des variétés presque-Riemanniennes de dimension 2. Plus précisément, nous considé-
rons des variétés pour lesquelles il existe une sous-variété de dimension 1, appelée singularité, le long
de laquelle la métrique Riemannienne dégénere. Localement, autour de la singularité ou d’un point de
celle-ci, les variétés seront supposées étre difféomorphes a des ouverts Euclidiens de la forme €, x €2,

munis d’une métrique de type Grushin, pouvant étre écrite sous la forme G := dx? + ——3——dy?®. La

q(z)?r(y)?
structure sous-riemannienne sur M est donc au moins localement engendrée par les champs de vec-
teurs {0z, ¢(z)r(y)0y}. Sil'on munit M d’une mesure lisse non-singuliére, écrite localement autour de
la singularité comme h(x)dxdy, alors la restriction de sous-Laplacien dans un tel voisinage s’exprime
en coordonnées comme %@(h(x)@x) + q(z)?0y(r(y)?d,). Sous des hypotheses de similarité entre ¢

et 27 autour de 0, nous énongons le théoreme suivant de maniere formelle.

Théoréme 1. [3, Théoréme 1.4] Soit M une variété décrite comme ci-dessus.

(i) Si~y =1, et la zone de contréle n’intersecte pas toute la singularité, et que dans le voisinage d’un
point de la singularité, r est identiquement égale a 1, alors il existe un temps T*, qui dépend
de la distance sous-Riemannienne, tel que pour tout T < T™, I’équation de la chaleur n’est pas
controllable a zéro en temps T.

(i) Si~y > 1, sila zone de contrile est a une distance strictement positive de la singularité, et que
cette dernicre admet un voisinage difféomorphe a €1, x Qy, alors I’équation de la chaleur n’est
jamais controllable a zéro.

En particulier, nous montrons que les propriétés de non-contrélabilité sur M sont héritées des proprié-
tés de non-controlabilité sur des structures Euclidiennes, avec {2, un intervalle borné contenant 0 a 1’in-
térieur. Dans le cas v = 1, il s’agit de montrer que les résultats connus tiennent toujours ([1, 2]), et dans
le cas v > 1, nous démontrons qu’il n’y a jamais controlabilité. Il est a noter qu’au moyen d’un change-
ment de variable élémentaire, cela revient & considérer Uopérateur G := 9y, +q(2)29,(r(y)?9,) +V (z).
Enfin, nous montrons que le temps T donné par le théoréme ci-dessus n’est en général pas optimal.

Théoréme 2. [3, Théoréme 1.5] Soit M = R?. Supposons qu’il existe L > 0 tel que la zone de controle
s’écrive w = wy x R?, avec w, = R\ (=L, L), r est identiquement égal a 1 sur R, V € L2 (R), et enfin
(i) 0kq(0) =0 for all k € {0, ...,y — 1}, 97¢q(0) > 0, and q(x) # 0 for every x # 0,
(ii) il existe o, f > 0, tel que pour tout |x| suffisamment large, q(x)? > alz|?,
(7ii) il existe M € R tel que V(x) > M, pour presque tout x

Alors, si vy > 1, Uéquation de la chaleur associée a G n’est jamais controlable, et si v = 1, il existe
T* > 0, qui dépend de (3, tel que l’équation ne soit controlable en aucun temps T < T™.
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