ponio : vous reprendrez bien un peu d'intégrateur en
temps 7




Pourquoi ponio ?

® Pas ou peu de bibliotheque d'intégration en temps en C++
® Boost::odeint, GSL
® |es quelques bibliotheques disponibles ont peu de méthodes
® Boost:odeint : surtout méthodes hamiltoniennes
® GSL : méthodes tres classiques (RK4, Euler explicite et implicite)
® (Ces bibliotheques s'adaptent mal avec n'importe quelle structure de
données
® Utilisation avec samurai pour maillage adaptatif
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https://github.com/hpc-maths/samurai

Pourquoi ponio ?

Objectifs :

Une bibliotheque d'intégrateurs en temps pour EDO et EDP

Avoir des intégrateurs de nouvelle génération (ROCK, PIROCK,
ESERK)

Avoir des méthodes classiques de référence (eRK, DIRK)
Avoir des méthodes adaptées a certains problémes (Lawson, expRK,
méthodes hamiltoniennes)

Un code open-source pour la communauté
https://github.com/hpc-maths/ponio

ponio n'a pas encore la prétention d'étre un équivalent un équivalent de
DifferentialEquations.jl
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https://github.com/hpc-maths/ponio
https://docs.sciml.ai/DiffEqDocs/stable/

c Résolution d'une EDO : probleme de Curtiss-Hirschfelder
Méthode Runge-Kutta explicite

Méthode Runge-Kutta diagonale implicite

Méthode de Lawson

Méthode exponentielle Runge-Kutta

Méthode de splitting

@ Résolution d'une EDP : modele de Belousov-Zhabotinsky 1d a 3
équations
m Méthode a stabilité étendue
m Méthode IMEX un peu spéciale

9 Conclusion
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c Résolution d'une EDO : probleme de Curtiss-Hirschfelder
Méthode Runge-Kutta explicite

Méthode Runge-Kutta diagonale implicite

Méthode de Lawson

Méthode exponentielle Runge-Kutta

Méthode de splitting
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Probleme de Curtiss-Hirschfelder

Probleme raide classique :

avec k =50 et yp =2

Montrer I'interface de ponio, et sa facilité d'utilisation I

6/26



Résolution par une méthode eRK

Résolution de
y="1f(t,y)
Se fait en lisant le tableau de Butcher
y(i) = y" + Atz a,-jkj
J
ki = f(t" + ciAt, y())

y”“ =y"+ Atz bj ki

1
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Résolution par une méthode eRK

Avec ponio il suffit de définir son probleme :

double f(double t, double y)
{
double k = 50;
return k*(std::cos(t) - y);
}
et de faire solve !
ponio::solve( f, ponio::runge_kutta::rk_44(Q),
yo,
{0., 2.3}, dt,
"output.txt"_fobs
);
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Résolution par une méthode eRK

A\‘._- [PPSR PSR o SR PR ¢ ey N D

2.0 —— RK(3,3)

—— RK(4,4)
15
10

>
et 05
0.0
-0.5
0.00 025 050 075 1.00 125 150 175 2.00
t
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Résolution par une méthode DIRK

Méme schéma que précédemment, mais 1 systeme non-linéaire a résoudre
par étage
Donc une méthode de Newton par étage, il faut une jacobienne (pour le
moment pas encore d'estimateur numérique de jacobienne see you next
CANUM in 2 years ;)
double df(double t, double y)
{
double k = 50;
return -k;
}
Besoin d'une structure pour lier la fonction et sa jacobienne
auto pb = ponio::make_implicit_problem(f, df);

puis on résout avec la méme fonction ponio: :solve :
ponio::solve( pb, ponio::runge_kutta::dirk34(),
yo’
{0., 2.}, dt,
"output.txt"_fobs
)5
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Résolution par une méthode DIRK

Méme schéma que précédemment, mais 1 systeme non-linéaire a résoudre
par étage

Dr.-_ [P F IUUIUUN N R ) IR ID U r AURGUURE | [ A SRR DIGUII DUV SURD D

m(
2.0 —— DIRK(3, 4)

C 4 —— RK(4,4)

Be

au

-0.5
p u 0.00 025 050 075 1.00 125 150 175 2.00
t

0,
{0., 2.}, adt,
"output.txt"_fobs
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Ajout simple de tableaux de Butcher

I suffit d'ajouter fichier JSON

® génération de code C++ via un script Python
® analyse de la méthode (pour vérifier son ordre)

{
"label": "RK (3,2) best",
"A"Z [
[ uou’ "O", nou ]’
[ ll1/2|l’ uon, ||O|| ],
[ "O", ||1/2||, non ]
1,
n"p. [ "O", "0", nqn ]’
net. [ uon’ ||1/2n’ ||1/2n ]’
"doi": "10.1016/j.jcp.2020.109688"
}

Mais ponio contient sans doute déja la méthode que vous cherchez (et
sans doute plus)
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Résolution par une méthode de Lawson

Résolution de
y=Ly+N(t,y)

Changement de variable z(t) = e~tty(t), le probleme se réécrit sous la
forme

z=elN(t,e7tt2)
on résout avec une méthode eRK, puis on réécrit le schéma dans la

variable y

y(’):yn+AtZaUkj, izl,...,S
Jj

ki = e GALLpy (tn + oAt ec,-AtLy(i)>

yn+1 — eAtL <yn + Atzblkl)

1
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Résolution par une méthode de Lawson

Besoin de définir une partie linéaire et non-linéaire et d'une structure pour
les lier

double L = k;

double N(double t, double y)
{

double k = 50;

return k*std::cos(t);

}

auto pb = ponio::make_lawson_problem(L, N);
puis on résout !

ponio::solve( pb, ponio::runge_kutta::1lrk_44(std::exp), yO
{0., 2.}, dt, "output.txt"_fobs );
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Résolution par une méthode de Lawson

Besoin de définir une partie linéaire et non-linéaire et d'une structure pour
les

pu

N T el e o LI A B A

{0., 2.}, dt, "output.txt"_fobs );
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Résolution par une méthode expRK

Résolution de
y=Ly+N(t,y)
On integre entre t" et t"™1 = t" 4 At

At
(" 4 AF) = Aty 4 / BN (7 L (e 1 5)) ds
0

Construction d’'une méthode RK spécialement pour interpoler cette
intégrale (les coefficients font intervenir des fonctions ¢y)

Yy =y "+ At ag(AtL) - (ki+Ly"), i=1,....s
j
ki = N(t" + ciAt, y))

y™h =y "+ At bi(AtL) - (ki + Ly")

1
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Résolution par une méthode expRK

Méme structure que pour les méthodes de Lawson, a la résolution on
appelle une méthode expRK

ponio: :solve( pb, ponio::runge_kutta::exprk22(), yo0,
{0., 2.}, dt, "output.txt"_fobs );
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Résolution par une méthode expRK

2.0 —— expRK(2, 2)
—— RK(4,4)

M
ap
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Résolution par une méthode de splitting

Les méthodes de splitting, Lie ou Strang, sont simples a implémenter mais
absentes des bibliotheques d'intégration numérique

On ne fait pas ici du splitting hamiltonien, les sous-étapes sont résolues
par une autre méthode d'intégration (RK, expRK, splitting, ...)
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Résolution par une méthode de splitting

On split avec le splitting linéaire/non-linéaire mais le splitting a N étapes
fonctionne avec ponio

double phi_1( double t, double y )

{ return -kx*y; }

double phi_2( double t, double y)

{ return k*std::cos(t); }

auto pb = ponio::make_problem(phi_1, phi_2);

Il faut définir la méthode de résolution (et son pas de temps) pour chaque
sous-probleme

auto strang = ponio::make_strang_tuple(
std: :make_pair(ponio: :runge_kutta::rk_33(), 0.01),
std: :make_pair(ponio: :runge_kutta::rk_53(), 0.02)
);

puis on résout

ponio: :solve( pb, strang,
yo, {0., 2.}, dt, "output.txt"_fobs );
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Résolution par une méthode de splitting

On split avec le splitting linéaire/non-linéaire mais le splitting a N étapes
fonctionne avec ponio

2.0 —~— Strang
—— RK(4,4)

0.00 025 050 075 1.00 125 150 175 2.00

puis on résout

ponio: :solve( pb, strang,
yo, {0., 2.}, dt, "output.txt"_fobs );
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@ Résolution d'une EDP : modele de Belousov-Zhabotinsky 1d a 3
équations
m Méthode a stabilité étendue
m Méthode IMEX un peu spéciale

©
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Modele de Belousov-Zhabotinsky 1d a 3 équations

Réaction chimique périodique avec 3 especes

Ora = D0a+ L ( ga — ab + fc)
Otb = DpOxx b + €(qa —ab+ b(1 — b))
0tc = DOyc + b —c

avece—lO 2,u—10 5 f=39g=2-107*

et D, Dy = [) — 06

400 ! 400 ! — 400

Opérateur de diffusion (Ox-) donc difficile a stabiliser avec une méthode
explicite.
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Résolution avec la méthode ROCK?2 et ROCK4

Méthode inspirée par les méthodes Runge-Kutta-Chebyshev, avec

optimisation des coefficients pour augmenter la stabilité sur I'axe réel
négatif

®  ROCK2 (s=15)
61 W ROCK4(s=15)

-

-175 -150 -125 -100
Re(2)

Figure: Domaine de stabilité des méthodes ROCK2 et ROCK4
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Résolution avec la méthode ROCK?2 et ROCK4

— t"=0.000 —— t"=0.222

— 1 =0.444 et = 0.666 e t1=0.888
m— 1 =0.111 — 1 =0.333 m— t1 =0.555 — 1 =0.777 e 1 =0.999
o 500
0 <
205
0.0 ; :
0.1 1
o
0.0 1— . . :
7.5
o]
3 5.0 N
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figure: Résultats de Belousov-Zhabotinsky avec ROCK4 2026



Résolution avec PIROCK

PIROCK : une méthode IMEX pour de la réaction-diffusion résolue par un
couplage d'une méthode DIRK et ROCK2
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Résolution avec PIROCK

— t"=0.000 —— t"=0.278

— t"=0.556
= t"'=0.139 =—— t"=0.417

- t"'=0.834 —— t"=1.112
— t"=0.695 = t"'=0.973 —— t"=1.251

205
0.0
0.1
o
0.0 T T T T
7.5
2
@ 5.0 ~
0.0 0.2 0.4 0.6

08
Figure: Résultats de Belousov-Zhabotinsky avec PIROCK
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@ Conclusion
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Que contient ponio ?

Une analyse de méthodes RK :

http://jmassot.perso.math.cnrs.fr/ponio/

backward Euler Cranck-Nicolson Cranck-Nicolson 2
1 1 0 0 0 0 o 0
1 1 1 1 1 0 1
2 2
1 1
Details > 1 1 B H
2 2
Details
Details >
DIRK Qin Zhang Euler Explicit Euler sub4.
a L 0 0 0 0 0
1 1 2

DIRK(2,3) DIRK(2,3) Crouzeix
Vi, 1v3 o1 VB 1WE 1
6 2 6 2 6 2 6 2
1_ V3 V3 V3.1 1_V3 V3 V3.1
2 3 62 2 3 62

1 1 1 1
2 2 2 2
Details > Details >

Fehlberg RK 3(4)

[ [ 0 0 0 0

Une petite liste de méthodes de type Runge-Kutta 24/26


http://jmassot.perso.math.cnrs.fr/ponio/

Que contient ponio ?

Un solver C++ : https://github.com/hpc-maths/ponio
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https://github.com/hpc-maths/ponio

Conclusion

v/ Une analyse automatique des méthodes Runge-Kutta
* eRK, DIRK, [WIP] expRK
Une interface simple pour le solveur C++
Simplicité d'ajout de méthodes
De nombreuses méthodes eRK, DIRK, Lawson et expRK
Méthodes de splitting (bientdt Suzuki !)
Des intégrateurs de nouvelles génération (ROCK, PIROCK)
Interface simple avec Eigen et samurai

A N N U N N N

Performances comparables a boost::odeint, quelques idées pour les

améliorer

Bientdt de I'lMEX [WIP]

Une interface Python [WIP]

Collaboration avec le CEA pour code de simulation de risque

hydrogéne

Vous pouvez contribuer https://github.com/hpc-maths/ponio !
conda install conda-forge::ponio

> X
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https://eigen.tuxfamily.org/index.php?title=Main_Page
https://github.com/hpc-maths/samurai
https://github.com/hpc-maths/ponio

Merci de votre attention
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