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Méthode volumes finis pour des équations de Cahn-Hilliard avec
surfactants
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Nous nous intéressons dans ce travail à l’analyse numérique d’un modèle de champ de phases avec
surfactants, initialement introduit par Laradji et al. [3]. Ce modèle représente la dynamique de sé-
paration de phases entre l’eau et l’air en présence de surfactants, avec de nombreuses applications,
par exemple en pharmacologie, en biologie et en physique. Nous nous proposons de décrire cette dy-
namique avec deux équations de Cahn-Hilliard couplées. L’équation de Cahn-Hilliard représente le
processus de séparation de phases de deux fluides non-miscibles, selon lequel les fluides se séparent
spontanément et forment des sous-domaines de phases pures [1]. Nous utilisons ainsi une première
équation de Cahn-Hilliard pour décrire la dynamique de séparation de phases entre l’eau et de l’air.
Nous nous plaçons sous l’hypothèse que ces derniers occupent l’entièreté du domaine considéré, et que
leurs concentrations ϕ1 et ϕ2 vérifient donc la relation ϕ1 + ϕ2 = 1. Il suffit alors d’étudier l’évolution
d’une seule des concentrations ϕ = ϕ1 (appelé paramètre d’ordre et à valeurs dans [−1, 1], pour lequel
la valeur −1 correspond à l’air et la valeur 1 correspond à l’eau), le comportement de l’autre étant
donné par 1 − ϕ. Les surfactants (diminutif de Surface Active Agents), sont des molécules vivant à
l’intérieur de l’eau et constituées à la fois d’une partie hydrophile et d’une partie hydrophobe, ce qui
les conduit à s’agréger les uns aux autres vers la surface de l’eau [2]. Nous modélisons ce comportement
à travers une deuxième équation de Cahn-Hilliard, représentant les surfactants comme un fluide se
séparant de l’eau. Notons c la concentration des surfactants, à valeurs dans [0, 1]. Le système est le
suivant : On cherche ϕ : (0, T ) × Ω → R et c : (0, T ) × Ω → R, telles que

∂tϕ = Mϕ∆µ ∀(t, x) ∈ (0, T ) × Ω,

µ = −ϵϕ∆ϕ + 1
ϵϕ

f ′
ϕ(ϕ) + ∂ϕW (ϕ, c) ∀(t, x) ∈ (0, T ) × Ω,

∂tc = Mc∆η ∀(t, x) ∈ (0, T ) × Ω,

η = −ϵc∆c + 1
ϵc

f ′
c(c) + ∂cW (ϕ, c) ∀(t, x) ∈ (0, T ) × Ω,

∇ϕ · n⃗ = ∇c · n⃗ = ∇µ · n⃗ = ∇η · n⃗ = 0, ∀(t, x) ∈ (0, T ) × ∂Ω,

où Ω est un ouvert borné de Rd (d = 2 ou 3), ϵϕ et ϵc représentent les épaisseurs d’interface associées
respectivement à ϕ et à c, et W (ϕ, c) le potentiel de couplage. Les potentiels fϕ et fc sont des potentiels
à double puits qui garantissent la non-miscibilité des phases, donnés respectivement par fϕ(ϕ) =
1
4(ϕ2 − 1)2 et fc(c) = c2(1 − c)2. Les coefficients de diffusion Mϕ et Mc sont des paramètres physiques
appelés mobilité. L’une des principales difficultés rencontrées réside dans le choix du potentiel W (ϕ, c),
choix significatif pour concilier à la fois la vraisemblance physique du modèle, le caractère bien posé du
système et la stabilité du schéma numérique [4]. On propose ici une méthode volumes finis associée à ce
modèle, et on réalise l’analyse numérique de ce schéma (estimation d’énergie, existence, convergence,
...). On présentera également des simulations numériques permettant de valider le modèle.
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