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Etude du spectre de l’équation de McKendrick semi-discrétisée
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L’équation de McKendrick (1) est centrale en dynamique des populations et en modélisation de la
démographie [1, 2]. Elle traite le problème d’une population soumise à des processus de vieillissement,
natalité et mortalité. 

∂tϕ(t, a) + ∂aϕ(t, a) + µ(a)ϕ(t, a) = 0

ϕ(t, 0) =
∫ +∞

0
b(a)ϕ(t, a) da

ϕ(0, a) = ϕ0(a)

(1)

Il est possible d’enrichir cette équation afin d’introduire de nouveaux traits de structuration : zone
géographique, sexe, revenu, niveau de santé, etc. Dans de précédents travaux, nous avons développé
une méthode de modélisation agile pour la dynamique de populations, basée sur un formalisme étendu
à partir de l’équation de McKendrick, afin de modéliser de façon systématique les populations structu-
rées, puis de simuler numériquement leur dynamique. Concernant la simulation, l’approche employée
consiste à générer des modèles de systèmes d’équations différentielles en langage Modelica [3]. Il faut
donc appliquer une semi-discrétisation sur le terme ∂aϕ dans (1). On est amené à faire une étude
de stabilité linéaire des points d’équilibre de ces systèmes, ce qui nous amène à l’examen de leurs
propriétés spectrales.
On considère le système (2), problème aux valeurs propres associé à une semi-discrétisation de (1) en
n classes d’âge. 

− 1
∆an

ψ1 +
n∑

i=1
biψi − µ1ψ1 = λψ1

−ψi − ψi−1
∆an

− µiψi = λψi, 2 ⩽ i ⩽ n− 1
ψn−1
∆an

− µnψn = λψn

(2)

La nature du spectre de l’opérateur associé à l’EDP (1) est traitée dans [4]. Dans le cas du problème
discrétisé (2), nous avons pu montrer que les valeurs propres adoptent une répartition en cercle quand
le nombre de classes d’âge devient grand.

Théorème 1. On suppose µ et b constantes par morceaux. Alors, pour tout point z du cercle unité,
il existe une suite de valeurs propres λn solutions de (2), telles qu’en posant zn = 1 + ∆anλn, on a
zn −→

n→+∞
z.
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