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Atteignabilité sous contraintes

Probléme de contréle linéaire

y(t) = Ay(t) + Bu(t),  y(0) = yo.

o y(t) € X, u(t) € U Hilbert, E := (0, T; U)
o (A, D(A)) opérateur générant un Co semigroupe sur X, noté (S¢):>o0
o BeL(U,X)

¢ sous contraintes P C U



Atteignabilité sous contraintes

Probléme de contréle linéaire J

y(t) = Ay(t) + Bu(t),  y(0) = yo.

o y(t) € X, u(t) € U Hilbert, E := L3(0, T; U)
o (A, D(A)) opérateur générant un Co semigroupe sur X, noté (S¢):>o0
o BeL(U,X)

o sous contraintes P C U
Différentes notions de P-atteignabilité (de yr depuis yo en temps T) :

o approchée : Ve >0, Ju. € L2(0, T; P), |Iy(T) —wrlix <e,
o exacte : u e L2(0, T; P), y(T)=yr.



Atteignabilité sous contraintes

Probléme de contréle linéaire J

y(t) = Ay(t) + Bu(t),  y(0) = yo.

Notation :

-
y(T)=Lru+ Sryo, Lru ::/ St_:+Bu(t) dt.
)

Différentes notions de P-atteignabilité (de yr depuis yo en temps T fixé) :
o approchée : Ve >0, Ju. € L2(0, T; P), Lru. € E(yf — STyo,E),
& exacte : Ju € L2(0, T;P), Lru=yr— Sryo.



Contraintes coniques

Focus sur le cas ot P C U est un cone,

Motivation :
o contraintes de signe, P = {u € U, u > 0}... convexes

o contraintes de parcimonie, P = {u € U, |supp(u)| < k}... pas convexes pour un sou
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o Méthodes constructives




Contraintes coniques

Focus sur le cas ot P C U est un cone,

Motivation :
o contraintes de signe, P = {u € U, u > 0}... convexes

o contraintes de parcimonie, P = {u € U, |supp(u)| < k}... pas convexes pour un sou

Objectifs :
¢ Conditions nécessaires et suffisantes d'atteignabilité

o Méthodes constructives

Différence fondamentale avec le cas borné (fermé faible) : atteignabilités exacte et
approchée sont des notions distinctes, dés la dimension dim(X) > 2.



Etat de I'art

Contraintes bornées,
o résultats de contrélabilité plutét que d’atteignabilité,

© a0, et/ou en temps T non fixé (Brammer '72, Son '88, etc)
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o résultats de contrélabilité plutét que d’atteignabilité,
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Etat de I'art

Contraintes bornées,
o résultats de contrélabilité plutét que d’atteignabilité,

© a0, et/ou en temps T non fixé (Brammer '72, Son '88, etc)

Contraintes (coniques) non bornées,
¢ HUM method (Lions '88), sans contraintes

parcimonie en dimension finie, k = 1 (Zuazua '10)

S
© contraintes isotropiques (Berrahmoune '14)
© contraintes linéaires (Ervedoza '20)

o

contraintes de parcimonie "formes" pour équations paraboliques (PTZ '24)

Méthodes constructives, s'appuient sur une fonctionnelle duale appropriée ; en prime
donnent une condition suffisante d’atteignabilité.

But : développer une recette générale, cf la prépublication Constructive reachability for
linear control problems under conic constraints (PTZ '24)
Focus sur I'atteignabilité approchée.



Conjuguée de Fenchel, jauge et fonction support

H Hilbert, x € H
Pour f : H — ]—o0, +o0],
¢ sous-différentielle
of(x):=={p € H, Vy € H, f(y) = f(x) +(p,y —x)},
o conjuguée de Fenchel

£*(x) :==sup ({(x,y) — f(y)).

yeEH



Conjuguée de Fenchel, jauge et fonction support

H Hilbert, x € H

Pour f : H — ]—o0, +o0],

¢ sous-différentielle
of(x):=={p € H, Vy € H, f(y) = f(x) +(p,y —x)},

o conjuguée de Fenchel
f*(x) :=sup ((x,y) = f(y)).

yeEH

Pour C fermé convexe,
o fonction indicatrice d¢ définie par dc(x) =0 si x € C, +o0 sinon,
o fonction d'appui (ou support) o¢ := d¢, i.e. par définition
oc(x) = sup (x,y),
yeC

o jauge de C, c'est-a-dire

Jje(x) :=inf{a >0, x € aC}.



Cas convexe fermé : fonctionnelle primale

Contraintes : définies par P, céne convexe fermé (contenant 0).

On choisit U, convexe fermé borné, générateur de P, (i.e., tel que cone(U,) = P;).
Typiquement U, = P, N B(0,1).
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On pose F(u) := %/0 Jo, (u(t)) dt. J

Coiit impose les contraintes : F(u) < 400 = u € L[3(0, T; P,)



Cas convexe fermé : fonctionnelle primale

Contraintes : définies par P, céne convexe fermé (contenant 0).

On choisit U, convexe fermé borné, générateur de P, (i.e., tel que cone(U,) = P;).
Typiquement U, = P, N B(0,1).

On pose F(u) := %/0 Jo, (u(t)) dt. J

Coiit impose les contraintes : F(u) < 400 = u € L[3(0, T; P,)

Il existe u. € L2(0, T; P,) tel que that |ly(T) — yr||x < € dés que

inf F(u) < 4o0.
uek, |ly(T)—yrlix<e

Réécriture dite de filou

nf F(u)

i
u€E, |Iy(T)—yrlix<e

= 521; F(u)+ G(Ltu)

avec G = 5E(Yf*5T,Vo,€)'



Cas convexe fermé : fonctionnelle duale

Théoréme de Fenchel-Rockafellar :

me = — inf F(Lrpr) + G7(—pr)

)
— inf 1 / o2, (L3pr(1)) dt — (yr — Sryo, pr) + e[| prllx
preX 0

Je(pr)

J- prend des valeurs finies sur X.



Cas convexe fermé : fonctionnelle duale

Théoréme de Fenchel-Rockafellar :

me = — inf F(Lrpr) + G7(—pr)

)
— inf 1 / o2, (L3pr(1)) dt — (yr — Sryo, pr) + e[| prllx
preX 0

Je(pr)

J- prend des valeurs finies sur X.

Qui plus est,
- m. est atteint s'il est fini,

- Conditions d'optimalité : si u* est primal optimal, p; dual optimal, alors

u* € OF(LTpr) et pr e —0G(Lru")

Note : généralise HUM, i.e., si P, = U, avec U, = B(0,1), F = F* = 1| - ||z



Cas convexe fermé - atteignabilité approchée

Fonctionnelles d'intérét : pour € > 0,

)
J(pr) = & / o2, (Lpr(2)) dt — {yr — Styo, pr) + el prx-
0

Théoréme (P.-Trélat-Zhang)

Y est approximativement P.-atteignable depuis yo en temps T > 0 si et seulement si

Vpr € X, F*(LTpr) =0 = (yr — S7y0,pr)x <0 (Ca)

Sous I'hypotheése (C,), pour tout € > 0, J. admet un unique minimiseur p7, et il existe au
moins un contréle u. € OF*(L%pf) qui soit dans L*(0, T; P,) et envoie yo sur B(yr,€) au
temps T.

i




Cas convexe fermé - atteignabilité approchée

Fonctionnelles d'intérét : pour € > 0,

)
J(pr) = & / o2, (Lpr(2)) dt — {yr — Styo, pr) + el prx-
0

Théoréme (P.-Trélat-Zhang)

Y est approximativement P.-atteignable depuis yo en temps T > 0 si et seulement si
Vpr € X, F*(LTpr) =0 = (yr — S7y0,pr)x <0 (Ca)
Sous I'hypothese (Cs), pour tout € > 0, J. admet un unique minimiseur pg, et il existe au

moins un contréle u. € OF*(L%pf) qui soit dans L?(0, T; P,) et envoie yo sur B(ys,€) au
temps T.

i

Remarques :
o Suffisance de (C,) : coercivité de J:

o Nécessité de (C,) : argument indépendant.



Autour de la condition u € OF*(L% p})

u € OF*(L%p5) : condition nécessaire d'optimalité... devient suffisante si I'ensemble est
réduit a un singleton.

u€ OF (LTpf) <= pourp.t. t€(0,T), u(t) € ou (LTpf(t)) arg max (LT p7 (t), v)u.
veU,



Autour de la condition u € OF*(L% p})

u € OF*(L%p5) : condition nécessaire d'optimalité... devient suffisante si I'ensemble est
réduit a un singleton.

u€ OF (LTpf) <= pourp.t. t€(0,T), u(t) € ou (LTpf(t)) arg max (LT p7 (t), v)u.
veU,
Unicité vérifiée dés que
L7 p7 (t) ¢ sing(U,) pour presque tout t € (0, T),

ou sing(U,) := {q € U, argmax, o, (q,v)uy n'est pas un singleton}




Autour de la condition u € OF*(L% p})

u € OF*(L%p5) : condition nécessaire d'optimalité... devient suffisante si I'ensemble est
réduit a un singleton.

u€ OF (LTpf) <= pourp.t. t€(0,T), u(t) € ou (LTpf(t)) arg max (LT p7 (t), v)u.
veU,
Unicité vérifiée dés que
L7 p7 (t) ¢ sing(U,) pour presque tout t € (0, T),

ou sing(U,) := {q € U, argmax, o, (q,v)uy n'est pas un singleton}

Condition générale indépendante de yo,yr, T :

Vpr #0, B*S;pr ¢ sing(U,) pour presque tout t > 0, (H)



Cas convexe fermé - atteignabilité approchée (bis)

Fonctionnelles d'intérét : pour e > 0

-
Jpr) = [ o (Lrpr(©) de — (e = Sryo.pr) +<llprlx
0
Condition pertinente :

B* S/ pf(t) ¢ sing(U,) pour presque tout t > 0. (H)

Théoréme (P.-Trélat-Zhang)

yr est approximativement P,-atteignable depuis yo en temps T > 0 ssi

Vpre X, F*(LTpr)=0 = (yr — Styo,pr)x <0 (G)

Sous I'hypothése (Cs), pour tout & > 0, J. admet un unique minimiseur pf, et si (H) est
vérifiée, alors I'unique uX € OF*(L%p;) est dans L?(0, T; P,) et envoie yo sur B(ys,€) au
temps T.




Cas général

Contraintes : définies par P céne (contenant 0).
(i) On choisit U (borné) générateur de P, i.e, P = cone(lf).
(ii) On applique ce qui précéde a U/, := conv(l/), de cone associé P, := cone(U,).

P P,

cone cone
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Cas général - atteignabilité approchée

Fonctionnelles d'intérét : pour e > 0

5(pr) =} [ ot (Lrpr() s = Sryo.pr) + <l
Conditions pertinentes :
Vpr #0, B*S{pr ¢ sing(U,) pour p.t. t >0, (H)
ext(U,) = ext(conv(U)) C U. (E)

Théoréme (P.-Trélat-Zhang)

On suppose que yr est approximativement P,-atteignable depuis yo en temps T > 0 (C,)

Alors J. admet un unique minimiseur p; pour tout ¢ > 0 et si de plus (H) et (E) vérifiées,
alors I'unique u? € OF*(L%p}) est dans L*(0, T; P) et envoie yo sur B(ys,€) au temps T.

En particulier, si les conditions (H) et (E) sont vérifiées, alors yr est approximativement
P-atteignable depuis yo en temps T > 0.




Contrdle par des formes : probléme et relaxation

Contexte : B=1Id, X =U = LZ(Q).
Exemple typique : chaleur Dirichlet, Q régulier, A= A, D(A) = H*(Q) N H3 (Q).

Contraintes : pour 0 < my < ||, contrdles u € L?(0, T; L*(2)) tels que J

pour p.t. t € (0, T) u(t) = M(t) Xw(r) od M(t) > 0 et |w(t)] < my.

Contraintes coniques non convexes P d'ensemble générateur naturel :

U :={xw, lw| < m},



Contrdle par des formes : probléme et relaxation

Contexte : B=1Id, X =U = LZ(Q).
Exemple typique : chaleur Dirichlet, Q régulier, A= A, D(A) = H*(Q) N H3 (Q).

Contraintes : pour 0 < my < ||, contrdles u € L?(0, T; L*(2)) tels que J

pour p.t. t € (0, T) u(t) = M(t) Xw(r) od M(t) > 0 et |w(t)] < my.

Contraintes coniques non convexes P d'ensemble générateur naturel :

U :={xw, lw| < m},

Relaxation :

u,:m(u):{ueLz(Q), 0<u<1and /ugmL}.
Q

P, = cone(U,) = {u € L*(Q), u > 0}, pas fermé.

Lemme : (E) est vérifiée car ext(U,) = U.



Contrdle approché par des formes : cone relaxé

On fixe yo, yr, T tels que yr > Styo.

Atteignabilité approchée dans le céne P, = cone(lf,) = {uv € L>(Q2), u > 0} : cf condition

Vpr € X, F'(Ltpr) =0 == (yr — Sty0,pr)12(0) <0 (Ca)



Contrdle approché par des formes : cone relaxé

On fixe yo, yr, T tels que yr > Styo.

Atteignabilité approchée dans le céne P, = cone(lf,) = {uv € L>(Q2), u > 0} : cf condition

Vpr € X, F'(Ltpr) =0 == (yr — Sty0,pr)12(0) <0 (Ca)

Si F(L7pr) =0, alors oy, (LT pr(t)) = 0 pour p.t. t € (0, T). Or
ou,(q) = sup / g(x)v(x)dx =0 = g <O0surQ.
velU, JQ

Ainsi L7pr(t) = ST_.pr <0 pour p.t. t € (0, T) d'ou pr < 0. Et donc

(yr — Sty0,Pr)2@@) < 0.



Controle par des formes : fonctionnelle et extrémalité

U, = conv(U) = {u €1*(Q), 0<u<1and / u< mL}.
Q
Jauge de U, :
. Ilull
Ve L2(Q), i, (u) = max [|ulleo= o) ~ 7o) + S0y

m



Contrdle par des formes : fonctionnelle et extrémalité

L{,:m(Z/I):{UELz(Q), 0<u<1land /ugmL}.
Q
Jauge de U, :

. [Furl
Ve L2(Q), i, (u) = max [|ulleo= o) ~ 7o) + S0y
Lemme de la baignoire : étude du probléme d'optimisation

ou(4) = sup (q. V)u = sup /Q a(x)v(x) dx.

VEU, VEU,

Si tous les ensembles de niveau de g sont de mesure nulle, alors il existe un unique
maximiseur, i.e., g ¢ sing(U;)

ZANAN
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Controle approché par des formes : céne originel

Théoréme

Soient yo, yr, T tels que yr > Styo. Si le semi-groupe adjoint satisfait la propriété
Vpr # 0, les ensembles de niveau de S; ps sont de mesure nulle 0 pour p.t. t > 0,

alors yr est approximativement P-atteignable depuis yo au temps T.




Controle approché par des formes : céne originel

Théoréme

Soient yo, yr, T tels que yr > Styo. Si le semi-groupe adjoint satisfait la propriété
Vpr # 0, les ensembles de niveau de S; ps sont de mesure nulle 0 pour p.t. t > 0,

alors yr est approximativement P-atteignable depuis yo au temps T.

o Constructif : formule pour I'unique contrdle optimal a partir de I'unique variable duale
optimale

o Couvre le cas de la chaleur Dirichlet, et plus généralement des opérateurs
analytiques-hypoelliptiques (+ une propriété générique)
o Résultat de contrélabilité positive, "optimal" (pour la chaleur, disons) au sens ou
- u>0 = y(T) > Styo, par principe de comparaison parabolique
- si la zone du contrdle est restreinte, obstructions en temps petit

o Atteignabilité exacte : probléme ouvert.
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Bien fondé de la relaxation

Fonctionnelle J., associée a U, : donne u* € L?(0, T; P,), a-t-on u* € L*(0, T; P) ?
Si p;f minimise Je, alors tout contrdle optimal satisfait u* € OF*(L%p;f), i.e.,

u* € OF(LTp;f) < pourp.t. t€ (0, T), u“(t) € ou, (LTpf (t)) arg max (LT p7 (), v)u.

veu,
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Bien fondé de la relaxation

Fonctionnelle J., associée a U, : donne u* € L?(0, T; P,), a-t-on u* € L*(0, T; P) ?
Si p;f minimise Je, alors tout contrdle optimal satisfait u* € OF*(L%p;f), i.e.,

u* € OF(LTp;f) < pourp.t. t€ (0, T), u“(t) € ou, (LTpf (t)) arg max (LT p7 (), v)u.

veU,
Unicité assurée par
Vpr #0, B*S!pr ¢ sing(U,) pour presque tout t > 0 (H)
Si (H) est vérifiée, unique tel contréle u*, qui doit &tre extrémal :
u*(t)
— " € ext(U,).
o (Gpp(®) = )
Et donc le quotient est dans U de maniére générique, car dés que
ext(U,) = ext(conv(U)) C U (E)

Théoréme de Milman : (E) est vérifiée sous I'une des deux hypothéses
o U est fermé faible,
© U, est compact (fort) et U est fermé (fort).



Cas convexe fermé - atteignabilité exacte

Fonctionnelle d'intérét :

]
Iopr) = [ o (Lrpr(©) de — (e = Sryo.pr).
0

Théoréme (P.-Trélat-Zhang)

Yr est exactement P,-atteignable depuis yo en temps T > 0 (... via des contréles de codt
F fini) ssi

Jc >0, Vpr € X, {yr — Styo, pr)x < ¢ F*(Lpr)*/?
Sous I'hypotheése (C.), Jo admet un minimiseur p; si et seulement si "c est atteint", et

dans ce cas pour chaque tel minimiseur il existe au moins un contréle u € OF*(L}pf) qui
soit dans L2(0, T; P,) et envoie yo sur yr au temps T.
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Cas convexe fermé - atteignabilité exacte

Fonctionnelle d'intérét :

)
Iopr) =} [ o (Lrpr(©) de = (e = Sryo.pr).
0

Théoréme (P.-Trélat-Zhang)

yr est exactement P,-atteignable depuis yo en temps T > 0 (... via des contréles de coit
F fini) ssi

Jc >0, Vpr € X, (yr— Styo,prix <c F*(L*Tpf)l/2 (Ce)
Sous I'hypothése (C.), Jo admet un minimiseur p; si et seulement si "c est atteint”, et

dans ce cas pour chaque tel minimiseur il existe au moins un contréle u € OF*(L}pf) qui
soit dans L?(0, T; P,) et envoie yo sur yr au temps T.

v

Remarques :

o Suffisance de (Ce) : assure que Jo est minorée par une fonction coercive : inf Jo est
bien défini (mais peut ne pas &tre atteint)

o inf Jo est atteint si et seulement si ¢ est atteint

o Nécessité de (Ce) : argument indépendant.



Cas général - atteignabilité exacte

Fonctionnelle d'intérét :

Jo(pr) = %/{)Tafz,(l-*rpf(t)) dt — (yr — Styo, pr)-
Conditions pertinentes :
Vpr #0, B*S{pr ¢ sing(U,) pour p.t. t > 0, (H)
ext(U,) = ext(conv(U)) C U. (E)

Théoréme (P.-Trélat-Zhang)

On suppose que yr est exactement P,-atteignable depuis yo en temps T > 0 (... via des
contréles de codt F fini). (Ce)

Alors Jo admet un minimiseur p; si et seulement si "c est atteint", et dans ce cas pour
chaque tel minimiseur, si (H) et (E) sont vérifiées, alors I'unique u* € OF*(L%}pf) est dans
L2(0, T; P) et envoie yo sur yr au temps T.

En particulier, si les conditions (H) et (E) sont vérifiées, alors yr est exactement
P-atteignable depuis yo en temps T > 0.

v
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Parcimonie en dimension finie : probléme et relaxation

Contexte : X =R", U=R", A et B matrices
Contrbdles k-parcimonieux

pour p.t. t € (0, T), |lu(t)llo <k

PY .= {ueR", |lullo <k}, fermé, pas convexe (dés que k < m — 1).

Générateur :

U = PR 1B (0,1) = {u e R", |Jullo < k, ||ulle < 1}.
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Parcimonie en dimension finie : probléme et relaxation

Contexte : X =R", U=R"™, A et B matrices

Contrdles k-parcimonieux J

pour p.t. t € (0, T), lu(t)|lo < k

PY .= {ueR™, |lullo < k}, fermé, pas convexe (dés que k < m — 1).

Générateur :
U® = PV N Bo(0,1) = {u € R™, |lullo < k, [|uflee < 1}.
Relaxation :
U =comv(U) = {u € R”, |Julls < 1, [lullo <k},
Remarques :

- P, = R" tout entier, i.e., le probléme relaxé est non contraint,

- U™ est fermé donc le théoréme de Milman s'applique (hypothése (E))

21 /17



Parcimonie en dimension finie : fonctionnelle

U = eomv(U™) = {u € R”, |Julls < 1, [Jullo <k},
Calcul des jauge et fonction support

k
. u
e B, () = max (1 u ), o) = S ug),

i=1

ol pour u € R™, |U(1)‘ > |U(2)| > ... 2> |U(m)‘.

22 /17



Parcimonie en dimension finie : fonctionnelle

U = eomv(U™) = {u € R”, |Julls < 1, [Jullo <k},
Calcul des jauge et fonction support

k

U|1
max (1 o), o) = 3wl

i=1

YueR™, Jju(u)

ot pour u € R”, |uwy| > |uey| > ... > |uml.

Colit associé -
VueE, Flu)=1 / Pio(u() d.
|l

Pour pr € R”, notant p(t) = SF_,pr, la fonctionnelle & minimiser vaut
p p e

)
o) = 3 [ 020 (Lrpe(e) dt — by — 7o, pr)e
oy

T k >
s [ (X UE pel) d = = Sryo.pee.
1

i=
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Parcimonie en dimension finie : résultats

On montre que
singU) = {u € R™, |ugw| = |upesy|}-

Vpr 0, {t>0, [(B"S pr)uyl = (B S pr)k+1)|} est de mesure nulle,  (H)

Proposition

On suppose que (A, B) est contrélable.

Si de plus (H) est vérifiée, alors pour tous yo,yr, T, yr est exactement atteignable depuis
Yo en temps T par des contréles k-parcimonieux.

o Preuve : Via l'inégalité d'observabilité, on montre que c est atteint pour tout
yo,yr, T.
o Constructif : formules pour les contréles en fonction des minimiseurs de Jo.

© Question ouverte : expliciter (H) ? (Conditions suffisantes disponibles, mais trés
fortes)
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