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Systeme controlé

Définition
On appelle systeme contrdlé le systeme :

y(t) =Ay(t) +Bu(t) Vrel[0,T]
¥(0) =yo € R" (S)
u(t) € Uy CR™ vVt € [0,T).
On note :
@ y(-;yo,u) : [0,T] — R" la solution de (S)
@ U T’ensemble des contraintes sur le contrdle

@ Ly I’application entrée-sortie :
T
Lr:u— / T D4Bu(r) dr,
0

ona:
y(Tsyo,u) = eTAyo +Lru.
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Atteignabilité

Soit yr € R" une cible, soit U/ un ensemble de contraintes sur le contrdle.

Définition

yr est dit U-atteignable pour (S) de y en temps T si :
Jued, y(Tiyo,u)=ys

On appelle ensemble atteignable I’ensemble des points U-atteignables.

y(t; Yo u)

Etats atteignables au temps

y(t; Yo us) Etats atteignables au temps T
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Contraintes sur le controle

On considere des contraintes sous la forme

U= {u € 120, T;R™), V1 € [0,T], u(t) uo}

ou Uy est supposé convexe et compact.

Dans le reste de I’exposé, on prend yg = 0, et on note L7 U I’ensemble
atteignable.
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Etat de I’art

Approximation de I’ensemble atteignable :
@ R.Baier, C. Biiskens, I. A. Chahma, M. Gerdts (2007)
@ M. Chen, C. J. Tomlin (2018)
e H. Kong, E. Bartocci, T. A. Henzinger (2018)
@ M. Althoff, G. Frehse, A. Girard (2021)
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Etat de I’art

Approximation de I’ensemble atteignable :
@ R.Baier, C. Biiskens, I. A. Chahma, M. Gerdts (2007)
@ M. Chen, C. J. Tomlin (2018)
e H. Kong, E. Bartocci, T. A. Henzinger (2018)
@ M. Althoff, G. Frehse, A. Girard (2021)

But : a yg et yy fixés, développer une méthode assistée par ordinateur pour
déterminer I’atteignabilité (ou non-atteignabilité) de yr en temps 7T fixé.
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Approche géométrique

o Ur
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Approche géométrique

(y;pr) = oru(py) (s pp) = rps)
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Approche géométrique

(y;pr) = oru(py) (s pp) = rps)
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Théoreme de non-atteignabilité

Pour A convexe, fermé et non-vide dans un espace de Hilbert H, on appelle
fonction support :

H —RU{+oo}

y > sup(x,y).
XEA

Oy :
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Théoreme de non-atteignabilité

Pour A convexe, fermé et non-vide dans un espace de Hilbert H, on appelle
fonction support :

H —RU{+oo}

y > sup(x,y).
XEA

Oy :

En particulier :
Vpr €R", orulpy) = ou(Lipy).
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Théoreme de non-atteignabilité

Pour A convexe, fermé et non-vide dans un espace de Hilbert H, on appelle
fonction support :

H —RU{+oo}

y > sup(x,y).
XEA

Oy :

En particulier :
Vpr €R", orulpy) = ou(Lipy).

{R” SR
J:

On note :

pr = ou(Lpr) —(pryr)-
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Théoreme de non-atteignabilité

Pour A convexe, fermé et non-vide dans un espace de Hilbert H, on appelle
fonction support :

H —RU{+w}

y > sup(x,y).
XEA

Oy :

En particulier :
Vpr €R", orulpy) = ou(Lipy).

;. R" —R
pr = ou(Lrpr) —pr,yr)-

On note :

Théoréeme

S’il existe pr € R" tel que J(py) < 0, alors ys n’est pas U-atteignable pour (S)
en temps T.
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Non-atteignabilité d’une cible

Exemple jouet

Théoreme

Pour A = (O 1) ,B= (O), pour le systeme controlé

y(t) = Ay(t) + Bu(t) Vi€ [0,1]
u(r) € [-1,1] vVt e [0,1],

le point yy = (OOS) n’est pas atteignable. En effet, pour py = (_0068>, ona

T(ps 3 yr) € [~0.0513,—0.0483] < 0.
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Non-atteignabilité d’une cible

Exemple jouet

Non-atteignabilité

1.0 1

0.5 -

0.0 4

Vitesse

—0.5 A

— L7U

— <y,p> =0,u(p)

—1.0 | <y,p> =(0L;u)d(p) £ 100e(p)
® yr

—0.6 _0.4 —02 0.0 0.2 0.4 0.6
Position
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Théoréeme

S’il existe pr € R" tel que J(py) < 0, alors ys n’est pas U-atteignable pour (S)
en temps T.
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Théoréeme

S’il existe pr € R" tel que J(py) < 0, alors ys n’est pas U-atteignable pour (S)
en temps T.

Pour vérifier numériquement 1’hypothese J(py) < 0, il faut :

@ créer J; ~ J évaluable
@ trouver py tel que J(pr) <0
@ vérifier que J(py) <0
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Théoréeme

S’il existe pr € R" tel que J(py) < 0, alors ys n’est pas U-atteignable pour (S)
en temps T.

Pour vérifier numériquement 1’hypothese J(py) < 0, il faut :

@ créer J; ~ J évaluable
@ trouver py tel que J(pr) <0
@ vérifier que J(ps) <0

e borner les erreurs de discrétisation e4(py)
e borner les erreurs d’arrondis e, (py).

o vérifier que J4(pr) + ea(py) +ea(py) <O.
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Evaluation de J

Comme on suppose U de la forme :
U= {ueL*0,T;R™),Vt€[0,T],u(t) € U},
et on suppose connaitre explicitement 6¢;,. Dans ce cas, il faut évaluer :
R* —R

T
pr '—>/0 ou, (B e prydt— (pr,yp).
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Evaluation de J

o Evaluation de I’intégrale : méthode des rectangles,

N;—1 1

< =C; Ar.
=54

J(pr) — (At Gy (B e T4 ) — (PfJf))

n=0
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Evaluation de J

o Evaluation de I’intégrale : méthode des rectangles,

N;—1 1

< =C; Ar.
=54

J(pr) — (At Gy (B e T4 ) — (PfJf))

n=0

o Evaluation de ¢+ e py :

Ivan Hasenohr (UPC) Non-atteignabilité assistée par ordinateur 31 mai 2024



Evaluation de J

o Evaluation de I’intégrale : méthode des rectangles,

N—1 1
< =Cj At.
=50

n=0

J(pr) — (At Gy (B e T4 ) — (PfJf))

o Evaluation de ¢+ e py :

e Si on connait la décomposition de Dunford de A, ¢ — & Py est explicite.
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Evaluation de J

o Evaluation de I’intégrale : méthode des rectangles,

N;—1 1

< =C; Ar.
=54

J(pr) — (At Gy (B e T4 ) — (PfJf))

n=0

o Evaluation de ¢+ e py :

e Si on connait la décomposition de Dunford de A, ¢ — & Py est explicite.
o Si A est réelle, définie négative, on utilise le schéma d’Euler implicite :

. 1
" — (14 —AaA") V)| < S AdlA"py .
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Evaluation de J

o Evaluation de I’intégrale : méthode des rectangles,

N;—1 1

< =C; Ar.
=54

J(pr) — (At Gy (B e T4 ) — (Pf:)b‘))

n=0

o Evaluation de ¢+ e py :

e Si on connait la décomposition de Dunford de A, ¢ — & Py est explicite.
o Si A est réelle, définie négative, on utilise le schéma d’Euler implicite :

. 1
" — (14 —AaA") V)| < S AdlA"py .

Au final, on obtient une erreur de discrétisation sous la forme :

[ (pr) = Jalpr)| < Co Atl|A"py|| =: ea(py),

ou C, est une constante connue explicitement, pouvant dépendre des
parametres A, B, T, U, yp.
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Erreurs d’arrondis

Arithmétique d’intervalles

Pour gérer les erreurs d’arrondis effectuées par 1’ordinateur, il faut prendre en
compte |’erreur potentielle a chaque calcul et la propager :

X—=x+a

xr—>x2

En pratique, le package Intlab (sur Matlab) de Siegfried M. Rump s’en charge
parfaitement.
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Théoreme assisté par ordinateur

Théoréme
Soient :
R* —R
e J;: Nl
N oA Y o (([d—AA") M5 — (o)
n=0

*
pr = GAfATp|
@ ¢,:R" — R une majoration des erreurs d’arrondis commises lors du

calcul de J,.

{R" —R
@ ¢4

S’il existe pr € R" tel que

Ja(pr) +ea(pr) +ea(pr) <O,

alors yr n’est pas U-atteignable pour (S) en temps T.
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Pour montrer numériquement la non-atteignabilité de yr, on doit donc :

@ créer J; ~ J évaluable — discrétisation
@ trouver py tel que J4(pr) <0 = minimisation de J;

. controle d’erreurs de discrétisation
@ vérifier que J(py) <0

arithmétique d’intervalles
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Temps minimal d’atteignabilité

Théoréme

Pour le systeme controlé (S), si yo = 0 ou yr = 0, il existe un temps minimal
d’atteignabilité * € Ry U {+oo} tel que :

Vt <t*, yy est non-U-atteignable,

Vt > t*, yy est U-atteignable.

En particulier, si I’on prouve que yy est non- 7l-atteignable en temps 7' > 0,
alors T < r*.

Ivan Hasenohr (UPC) Non-atteignabilité assistée par ordinateur 31 mai 2024



Rendez-vous spatial

Considérons le systeme :

(y(1) = Ay(r) +Bu(t) Ve 0,T]

y(O):yOE]R4

u(t) € R?
[u(®)]2 < 1.15 Vi € 0,7},

L lu@)]-<1

avec

00 1 O 00
00 0 1 00
A= 30 0 2})° B= 1 0
00 —2 1 0 1
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Rendez-vous spatial

Approximation garantie de temps minimal

118

1.024

0.836 0.94 1.207 0.

0.597 0.746 1.079 0.608
0.636 0.971 0
0.722 0.99 0.608 0.732 1.019
0.801 1.062 0.853 0917 1.092
1.065 1.161 1.042 1.084 1185

1.205 1.203

Borne inférieure certifiée des temps minimaux Approximation non certifiée des temps minimaux
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Conclusion

o Contributions :
e Méthode générale assistée par ordinateur pour la preuve de
non-atteignabilité de systemes de controle linéaires
o Estimées fines d’erreurs de discrétisation avec constantes explicites

@ Perspectives :
o Extension a la dimension infinie (en cours pour I’équation de la chaleur
avec conditions Dirichlet nulles au bord)
e Approximations externes et internes certifiées de 1’ensemble atteignable




Merci pour votre attention !
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