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Contexte

Dynamique de populations structurées

m Equation de McKendrick :
Be(t, 2) + 0:9(t,2) + w(2)9(t, 2) = O
$(£,0) = /0 b(a)(t, a)da
$(0,a) = ¢o(a)

: densité de population

: mortalité

: natalité

: age

m apparue en épidémiologie [McKendrick, 1925, Kermack and McKendrick, 1927],
intervient en démographie

m étudiée par des méthodes liées aux équations intégrales de Volterra et a la
transformation de Laplace [Feller, 1941, Bellman and Cooke, 1963]
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Contexte

Généralisation de I'équation de McKendrick

m Proposition d'un cadre générique pour les modeles de dynamiques de populations
structurées, basé sur I'équation de McKendrick (travaux soumis)

Ocg(t, a, x) + 0a0p(t, a, x) + i Ki(t, ¢(t), a,x) =0
#(t,0,x) = /+°°/ b(t, ¢(t), a,x,y)d(t,a,y)dyda

$(0,2,x) = go(a, X)

® x € D ou D est un ensemble d'hyperparamétres — compartiments
® $c L1([0,T] x Ry x D) : densité de population

. K < mortalité .
échanges entre compartiments
® b : taux de natalité

m Opérateur d’échange K; de noyau d’échange k; :
Kj(t. 8(t), a,x) = / (ki(t. (1), a,x,y)b(t,a,y) — ki(t, §(t), a,y, x)(t, a, x)) dy
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Contexte : systéme proies-prédateurs

m Systeme d'équations de Lotka-Volterra 40 — proes
304 —— Prédateurs
{ dex(t) = ax(t) — By(D)x(2) ‘
dey(t) = x(e)y() — ()
104
® x : nombre de proies 01l . . : - .
® y : nombre de prédateurs ¢ 2 4°Tempsso 8o
® o : taux de natalité des proies )
® B : taux de mortalité des proies due a la (a) Evolution temporelle
prédation 15]
® + : taux de mortalité des prédateurs .
® § : taux de natalité des proies due a la 3 101
prédation 3
g ]
m Voir [Wangersky, 1978, Takeuchi, 1996,
Cherniha and Davydovych, 2022] pour une o
L, i 10 15 20 25 30 35 40
analyse détaillée. Proies

(b) Portrait de phase

Figure 1 — Systéme proies-prédateurs

¢ -
§ s Y 75 zessasr

L. Attias, V. Siess, S. Labbé Spectre de I'équation de McKendrick semi-discrétisée CANUM2024, ile de Ré, 27-31 mai 2024 4 /16




Systeme proies-prédateurs structuré en age

+00
Bex(t, 3) + Bax(t, a) + /0 B(a3)y (¢ 3) da") x(t,a) = 0
Ory(t,a) + c’jfo};(tv a) +v(a)y(t,.a)=0

x(t,0) = / o(a)x(t, a)da
0+oo +oo . . .
y(t,0) —/0 /0 8 (a, &) x(t, &) dida
x(0, a) = xo(a)
¥(0,2) = yo(a)
avec o, v (resp. 8, §) a support compact dans Ry (resp. Ry X Ry).

—— Proies
k200 200
3001 —— Prédateurs
v oow
" F1s0 £ £ 150
2 200 -
a 100 3 3 100 4
& &
1001 L s0 504 |
. . : 0 0 . T ;
0 500 1000 1500 100 200 300
Temps Proies
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Semi-discrétisation en age

m Discrétisation uniforme de [0, A] en N classes d'age

Aay
Il Il Il Il
T T T T

% a,’,

an_

niw
>
Il
L

2

Il
T
it

(NI

1
2
m Schéma de discrétisation décentré amont :

1 i+l
°* x (t, aH%) est approché par AaN/a 2 x(t,a)da
1
3

a’. l
°y (t, ai+%) est approché par A:‘laN /a‘j: y(t,a)da
%l ’
Xi(t) = / * (t,a)da
a,_1
3.27
Yi(t) = / 2 (¢, 2)da
a 1
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Semi-discrétisation en age

m Equations semi-discrétisées :

dfx,-+X X” <
k=0

N—1 N—1
de Xo + mxo — Z arXk + (Z ,301<Yk> Xo=0
k=0 k=0

M—F'MZO 1<i<N-1

N—-1 —
deYo + ¥t Z(Zékxk) i+ %Y =0

N—1
B:kyk> =0 1<i<N-1

4l
moai= Ai,\, / * a(a)da, Bij = AaN / B(a, 3)dida

%1 1 Ya

2 2 2

1 a. 1 a. 1

1 "2 1 itz [Tits <
Yi = Aan / v(a)da, oij = Aan? / 0 (a,d)dida

a1 i1 aj,l

2 2 2
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Observations numériques

404
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o

—~204

—~404

-100 -80 - -40 -20 0
Re(A)

Figure 3 — Valeurs propres de la jacobienne du systeme proies-prédateurs semi-discrétisé en fin
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Observations numériques

404
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Figure 3 — Valeurs propres de la jacobienne du systeme proies-prédateurs semi-discrétisé en fin
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Observations numériques
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Figure 3 — Valeurs propres de la jacobienne du systeme proies-prédateurs semi-discrétisé en fin
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Observations numériques

404
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Figure 3 — Valeurs propres de la jacobienne du systeme proies-prédateurs semi-discrétisé en fin
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Systeme proies-prédateurs

Observations numériques

structuré en
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Figure 3 — Valeurs propres de la jacobienne du systeme proies-prédateurs semi-discrétisé en fin

N

-80 —60 -40 -20
Re(A)

de simulation, pour N = 100

équation de McKendrick semi-di:

Attias, V. Siess, S. Labl

Spectre de

D7S DASSAULT

SYSTEMES

CANUM2024, ile de Ré, 27-31 mai 2024

8/16



Systeme proies-prédateurs structuré en age

Observations numériques

404

Im(A)
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—~204

—~404

-80 = —40 =20 0

-100
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Figure 3 — Valeurs propres de la jacobienne du systeme proies-prédateurs semi-discrétisé en fin
de simulation, pour N = 200 7S DASSAULT
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Observations numériques

404

—~204

—~404

= —40 =20 0

-100 -80
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Figure 3 — Valeurs propres de la jacobienne du systeme proies-prédateurs semi-discrétisé en fin
> de simulation, pour N = 300 2
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Observations numériques

404

—~204

—~404

= —40 =20 0

-100 -80
Re(A)

Figure 3 — Valeurs propres de la jacobienne du systeme proies-prédateurs semi-discrétisé en fin
> de simulation, pour N = 400 2
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Systeme proies-prédateurs structuré en age

Observations numériques

404

Im(A)
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—~404

= —40 =20 0
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Figure 3 — Valeurs propres de la jacobienne du systeme proies-prédateurs semi-discrétisé en fin
3 de simulation, pour N = 500 2
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Systeme proies-prédateurs structuré en age
Passage a une dynamique de population type McKendrick

m Réduction du systeme Lotka-Volterra a un

systeme McKendrick pur £
m Opérateur de McKendrick linéaire ]

= étudier la stabilité via les valeurs propres

de la jacobienne revient a étudier les -1

-10 -8 -6 -4 -2 0
Re(A)

valeurs propres de |'opérateur lui-méme

m Conjecture numérique : répartition

asymptotique des valeurs propres autour Figure 4 — Valeurs propres de

1 > . ;
d'un cercle de centre | ———,0 | et de I'équation de McKendrick
Aay semi-discrétisée, pour N = 10

rayon
AaN

& - 2
S ORIVERSITE _Ill DASSAULT

p SYSTEMES

L. Attias, V. Siess, S. Labbé Spectre de I'équation de McKendrick semi-discrétisée CANUM2024, ile de Ré, 27-31 mai 2024 9/16



Systeme proies-prédateurs structuré en age
Passage a une dynamique de population type McKendrick

m Réduction du systeme Lotka-Volterra a un

\ . E
systéme McKendrick pur N S
m Opérateur de McKendrick linéaire ]
= étudier la stabilité via les valeurs propres
de la jacobienne revient a étudier les -1
valeurs propres de |'opérateur lui-méme : : : : :
-10 -8 -6 -4 -2 0

m Conjecture numérique : répartition Fe

asymptotique des valeurs propres autour Figure 4 — Valeurs propres de

1 > . ;
d'un cercle de centre | ———,0 | et de I'équation de McKendrick
Aay semi-discrétisée, pour N = 20
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Equation de McKendrick semi-discrétisée en age

Formulation du probléme aux valeurs propres

m Equations semi-discrétisées :

Yi — Y1

deypi + Aan +puipi = 0 1<i<N-1
1 N-1
d — 1y — b =
+Po + Aan Yo kZ:O «Pr + koo 0

® N classes d'age

wi()) = [ g(z.2)da

1 a.+l
® schéma décentré amont : ¢ (t, 3;+1) ~ / i+3 ¢(t, a)da
2 a.
i

Aay
1 4l
° b= / "2 p(a)da
Aay Ja.

-1

1 il
Hi= / 2 p(a)da
a,_1

-2
Q sorsonne TN I bAssAuLT
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Equation de McKendrick semi-discrétisée en age

Formulation du probléme aux valeurs propres

m Probléme aux valeurs propres :

'4}1 1/’1 1 .
( Aon +;m/h)

N—1
bei + oo = Ao
(st B o n)

avec A€ Cet (¢1-- yn) € (L (I,(C))N

m Equation aux valeurs propres :

Il
>
S
—
N
N
=z

|
—

N-1 N—1 N—1
— [T+ 2an(uc+ X))+ 2an D> b [] 1+ Aan (ue+X) =0
k=0 i=0 k=i+1

m Hypothése sur les classes d'ages fertiles :
® b; =0 pouri ¢ [n—m,n], avec n~ BN et m~ an
® remise a l'échelle : z =1+ Aaph
® ¢équation aux valeurs propres réduite :

n n n
‘ _ ]_[ (z + Aanpk) = Aap Z b; ]_[ (z 4+ Aanpk) > (En)
S sennse [ k=1 i=n—m kit DS 2oz
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Equation de McKendrick semi-discrétisée en age

Répartition asymptotique des valeurs propres

]‘[(z+Aanuk)7Aan Z b; ]‘[ (z+4 Danuk) (En)

i=n—m k=i+1

Théoréme : propriétés asymptotique des valeur propres de (E,)
On suppose la natalité et la mortalité constantes par morceaux.

Soit (zn) une suite de solutions de (E,). Alors lim |z, =1
n—-+oo

Pour tout zo = €' dans U, il existe (z,) une suite de solutions de (E.) qui
converge vers zo.

= densité de I'ensemble des solutions des équations (E,) dans le cercle unité
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Equation de McKendrick semi-discrétisée en age

Répartition asymptotique des valeurs propres

ﬂ(z+Aa,,u.k)7Aa,, Z b; ]‘[ (z+4 Danuk) (En)

i=n—m =i+1

Démonstration.
H O R= I|msup|z,,| 1. Si R > 1, pour n assez grand,

n—> o0
R+1\'
—_— <|zn| € un
2 \\/

n \rX)
@ liminf |z,| > 1. Sinon soit L tel que (|z4]) — L <1.
n—+o0 n—+o00

Sous I'hypothése constante par morceaux, réécrire (E,) sous la forme > 0
n>

G Gl
K—1 K—1 j-1 ”(z 1 Aa M.)p;_
AanM;)P" = Aa G AapM;)Pr 2 z
]_[(Zn+ n ) "Z ”(z“+ ) Zn+ AanMj — 1
Jj=0 Aﬁ Jj=0 1=0
e 70
n
D)

& »
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Equation de McKendrick semi-discrétisée en age

Répartition asymptotique des valeurs propres

”(z+Aa,,y.k)7Aa,, Z b; ]‘[ (z+4 Danuk) (En)

i=n—m k=i+1

Démonstration.

H O R= I|msup|z,,| 1. Si R > 1, pour n assez grand,

n—> o0
R+ 1 l—a
(—) <zl < un
2 ~—

@ liminf |z,| > 1. Sinon soit L tel que (|z4]) — L <1.
n—+o0 n—+o00

Passage au logarithme puis contradiction :

K-1
In (C) — |
S In|zo + AanM;| = M +o(1)
j=0
N———— %0
<Kln(L)<0 n—+oo

O

v

2
S savnit

4 &)
Q SORBONNE
b UNIVERSITE _Il

L. Attias, V. Siess, S. Labbé

Spectre de I'équation de McKendrick semi-discrétisée
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Equation de McKendrick semi-discrétisée en age

Répartition asymptotique des valeurs propres

@ reformulation de (E,) comme une équation de point fixe
@ bijection entre D, g, et D(0,2) pour se ramener a un compact
© théoreme du point fixe de Brouwer sur D(0, 2) O
< <
goiz
0 - —
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gso"cws -!j[[ Figure 5 — Bijection entre Dy g, et D(0, 2) D7S DAsSAULT
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Conclusion

m résultat de densité sur la répartition des
valeurs propres pour une équation de
McKendrick semi-discrétisée en age

m application a I'étude de la stabilité de
systemes de populations structurées basés
sur le formalisme de McKendrick généralisé

m application aux propriétés de la matrice de
Leslie

m lien avec le spectre continu de I'EDP de
McKendrick
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Figure 6 — Spectres continu et discret
de I'équation de McKendrick
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Conclusion

m résultat de densité sur la répartition des

valeurs propres pour une équation de A « spectre discret
. .. L s N 39% 1 + Spectre continu
McKendrick semi-discrétisée en age 4 Ny
m application a I'étude de la stabilité de 14
systéemes de populations structurées basés % © =
sur le formalisme de McKendrick généralisé ]
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m application aux propriétés de la matrice de L1/
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Figure 6 — Spectres continu et discret
de I'équation de McKendrick
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