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Magnétofluides
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Fluides conducteurs

NASA (Gary Glatzmaier of Los Alamos and UC Santa Cruz). Image sur
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Geodynamo_After_Reversal.gif
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Fluides conducteurs

Objectif : étude des fluides conducteurs de courant.

CANUM 2024 — MAMF | 5/15



Présentation du systéme
Magnétofluides
La magnétohydrodynamique — MHD

Fluides conducteurs

Objectif : étude des fluides conducteurs de courant.

Courant électrique

CANUM 2024 — MAMF | 5/15



Présentation du systéme
Magnétofluides
La magnétohydrodynamique — MHD

Fluides conducteurs

Objectif : étude des fluides conducteurs de courant.

Courant électrique —» Champ magnétique

CANUM 2024 — MAMF |

5/15



Présentation du systéme
Magnétofluides
La magnétohydrodynamique — MHD

Fluides conducteurs

Objectif : étude des fluides conducteurs de courant.

Courant électrique — Champ magnétique — Force de Laplace

CANUM 2024 — MAMF |

5/15



Présentation du systéme
Magnétofluides
La magnétohydrodynamique — MHD

Fluides conducteurs

Objectif : étude des fluides conducteurs de courant.

Courant électrique — Champ magnétique — Force de Laplace — Changement de
la dynamique

Dimitri COBB CANUM 2024 — MAMF | 5/15




Présentation du systéme
Magnétofluides
La magnétohydrodynamique — MHD

Fluides conducteurs

Objectif : étude des fluides conducteurs de courant.

Courant électrique — Champ magnétique — Force de Laplace — Changement de
la dynamique — Courant électrique.

Dimitri COBB CANUM 2024 — MAMF | 5/15




Présentation du systéme
Magnétofluides
La magnétohydrodynamique — MHD

Fluides conducteurs

Objectif : étude des fluides conducteurs de courant.

Courant électrique —» Champ magnétique — Force de Laplace — Changement de
la dynamique — Courant électrique.

Magnétohydrodynamique (MHD) : pour un fluide parfait (incompressible,
non-visqueux et parfaitement conducteur)

Oru+ (u-V)u+ VN = (b-V)b— 1V (|b]?)
Otb+ (u-V)b=(b-V)u

div(u) =0

div(b) = 0.
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Présentation du systéme
Magnétofluides
La magnétohydrodynamique — MHD

Fluides conducteurs

Objectif : étude des fluides conducteurs de courant.

Courant électrique — Champ magnétique — Force de Laplace — Changement de
la dynamique — Courant électrique.

Magnétohydrodynamique (MHD) :
deu+ (u- V)u+ VN = (b-V)b— 1V (|b]?)
Otb+ (u-V)b=(b-V)u
div(u) =0
div(b) = 0.

Objectif : existence et unicité des solutions a données initiales fixées.
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Variables d’Elsssser Théorie (2
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : théorie L2

Le systeme de la MHD idéale est “hyperbolique” et quasi-linéaire
deu+ (u- V)u+ VN =(b-V)b— 1V (|b?)
Otb+ (u-V)b=(b-V)u
div(u) =0
div(b) = 0.
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deu+ (u- V)u+ VN =(b-V)b— 1V (|b?)
Otb+ (u-V)b=(b-V)u

div(u) =0

div(b) = 0.

Mais il est aussi symétrique : |'énergie totale (cinétique + magnétique) est conservée

(8 +u-V) (3u?) = div ((M+ 3[p?)) u) +(b-V)b-u
(@ +u-V) (L16P) = (b-V)u- b
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deu+ (u- V)u+ VN =(b-V)b— 1V (|b?)
Otb+ (u-V)b=(b-V)u

div(u) =0

div(b) = 0.

Mais il est aussi symétrique : |'énergie totale (cinétique + magnétique) est conservée
(8 +u-V) (3u?) = div ((M+ 3[p?)) u) +(b-V)b-u
(0c-+u- V) (216P) = (b V)u- b

Conséquence:

o existence et unicité de solutions locales dans des espaces basés sur L2, p. ex.
X = H1+d/2+e ou X = B;J;d/Z
,
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@ Borne inférieure sur le temps de vie des solutions T* > m.
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Conséquence:

o existence et unicité de solutions locales dans des espaces basés sur L2, p. ex.
14+d/2 .
X = HYd/2+¢ oy X = BX19/2 La raison : X < W1,
)

@ Borne inférieure sur le temps de vie des solutions T* > I

1
{0,b0)x
o [Schmidt, 1988].
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Variables d’Elsssser Théorie (2
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : aller au dela de la théorie hyperbolique ?

Nos raisons de vouloir plus :
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Variables d’Elsssser Théorie (2
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : aller au dela de la théorie hyperbolique ?

Nos raisons de vouloir plus :
@ Solutions d’énergie infinie — p # 2,
@ Solutions dans des espaces plus gros H1td/2+e Bl_*'d/2 — Béo 1< wieo,
On veut donc p # 2, et si possnble p=+oo.

© Le temps de vie T* > n'est pas optimal.

H(Uo,bo)Hx
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Variables d’Elsssser Théorie (2
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Structure du systéme : aller au dela de la théorie hyperbolique ?

Nos raisons de vouloir plus :
@ Solutions d’énergie infinie — p # 2,
@ Solutions dans des espaces plus gros H1td/2+e letd/z — Bl | < who,
On veut donc p # 2, et si possible p = 4o00.

H * 1 o , .
© Le temps de vie Ty > oo BT — F(uo, bg) n'est pas optimal.

lIx
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Variables d’Elsssser Théorie (2
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : aller au dela de la théorie hyperbolique ?

Nos raisons de vouloir plus :

© Solutions d'énergie infinie — p # 2,

@ Solutions dans des espaces plus gros H1td/2+e letd/z — Bl | < who,
On veut donc p # 2, et si possible p = 4o00.

i T 1
O Le temps de vie Ty > (a0 50)Tx

"= F(uo, bg) n'est pas optimal.

deu+ (u-V)u+ VN = (b-V)b— LV (|b]?)
Otb+ (u-V)b=(b-V)u
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Variables d’Elsssser Théorie (2
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : aller au dela de la théorie hyperbolique ?

Nos raisons de vouloir plus :

© Solutions d'énergie infinie — p # 2,

14+d/2

@ Solutions dans des espaces plus gros H1td/2+e By /"= B;o’l — Wi,

On veut donc p # 2, et si possible p = 4o00.

i T 1
O Le temps de vie Ty > (a0 50)Tx

"= F(uo, bg) n'est pas optimal.

deu+ (u-V)u+ VN = (b-V)b— LV (|b]?)
Otb+ (u-V)b=(b-V)u

Si bg — 0 alors MHD — Euler. Mais en 2D
F(uo, bo) — F(uo,O) < TE = +o00.

uler
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Variables d'Elsssser Théorie 12
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : variable d'Els3sser

En réalité, la MHD idéale est un systéme d'équations de “transport”’. Changement de
variables :
a=u+b and B =u—b.
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Variables d'Elsssser Théorie 12
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : variable d'Els3sser

En réalité, la MHD idéale est un systéme d’équations de “transport”. Changement de
variables :
a=u+b and B=u—b.

Alors

Ora+ (B8-V)a+Vmr =0

OB+ (a-V)B+Vma=0

div(a) =0

div(3) = 0.

Dimitri COBB CANUM 2024 — MAMF | 8/15



Variables d'Elsssser Théorie 12
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : variable d'Els3sser

En réalité, la MHD idéale est un systéme d’équations de “transport”. Changement de
variables :
a=u+b and B =u—b.

Alors

Ora+ (B-V)a+Vm =0

0B+ (a-V)B+ V=0

div(a) =0

div(B) = 0.
Les fonctions 71 et o sont a priori différentes : elles proviennent de deux contraintes
différentes.
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Structure du systéme : variable d'Els3sser

En réalité, la MHD idéale est un systéme d’équations de “transport”. Changement de
variables :

a=u+b and B=u—b.
Alors
Ora+ (B8-V)a+Vr =0
3 OB+ (a-V)B+Vma=0
L, T2, .
div(a) =0
div(B8) = 0.

Les fonctions 71 et 72 sont a priori différentes : elles proviennent de deux contraintes
différentes.

Dimitri COBB CANUM 2024 — MAMF | 8/15



Variables d'Elsssser Théorie 12
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : variable d'Els3sser

En réalité, la MHD idéale est un systéme d’équations de “transport”. Changement de
variables :
a=u+b and B=u—b.
Alors
Ora+ (B8-V)a+Vr =0
OB+ (a-V)B+Vma=0
div(a)

A7y, m2, _o
div(B8) = 0.

Les fonctions 71 et 72 sont a priori différentes : elles proviennent de deux contraintes
différentes.

Remarque : les deux systémes ne sont pas toujours équivalents.
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Variables d'Elsssser Théorie 12
Présentation des variables d'Elsésser

Structure du systéme : variable d'Els3sser

En réalité, la MHD idéale est un systéme d’équations de “transport”. Changement de
variables :
a=u+b and B=u—b.

Alors

Ora+ (B8-V)a+Vr =0

OB+ (a-V)B+Vma=0

dmy, w2, .
div(a) =0
div(B8) = 0.

Les fonctions 71 et 72 sont a priori différentes : elles proviennent de deux contraintes
différentes.

Remarque : les deux systémes ne sont pas toujours équivalents.

Mais oublions provisoirement ce probléme et continuons. Nous y reviendrons...
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Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
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Existence et unicité de solutions
Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
Xij = 8ja,- - 8,-aj and KJ = 8}51 - 8,[3]

Alors :

(Bt + 6 V)X,J = 8i6k8kaj — 8jﬂk6ka;
(8t + - V) Y,‘j = 3iakak5j — 8jak8kﬁ;.

Quelles estimations ?
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Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
X,'j = (9]'0[,‘ — 6,'0[]' and Y,‘j = ajﬂ,' — 8,-Bj.

Alors :
(0t + B+ V) Xj = 0iBrOkcyj — OBk
(8t + - V) Y,‘j = B;ak8kﬁj — 8jak8k6i~

Quelles estimations ? Holder ? X, Y € C* = Va,VB € C*.
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Existence et unicité de solutions
Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
X,'j = aja,‘ — 8,'(1]' and Y,‘j = Bjﬁ,- — 6,'ﬁj.

Alors :
(8¢ + B V) Xij = 8iBkOkeyj — 0;BkOkcyi
(at + - V) Y,‘j = B;akakﬁj — ajakakﬁi'

Quelles estimations ? Holder ? X, Y € C® = Va, VB € C*. Probléme : effet de
stretching/étirement...

ot t
IX, Yllca < exp (c/ vawucl.m) {on, Yollce +/ HRHSHCa}.
0 0
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Existence et unicité de solutions
Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
X,'j = 8]0(,‘ — 3,'0(]' and Y,‘J' = 8j,£3; — 8,-61-.

Alors :

(0t + B+ V) Xj = 0iBkOkcyj — OBk
(8¢ + - V) Yy = 0j04 Ok Bj — Bjck O By

Quelles estimations ? Lebesgue ? Pas de stretching...

t
1X, ¥ [ < [|Xo, Yol +/ IRHS| |1 .
0]
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Existence et unicité de solutions
Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
X,'j = 6j0¢,‘ — 8,-(1_,- and Y,‘j = 81‘5,' — 6,‘5j.

Alors :
(8t + B - V) Xj = 9;BrOkcyj — 9; B0k
(0t + - V) Yy = 00Ok Bj — Bjcuc Ok Bi.

Quelles estimations ? Lebesgue ? Pas de stretching...
t
X, Yl < (%o, Yolli + [ [RHS o
0

Inconvénient majeur : X, Y € L % Va, V3 € L et RHS pire encore !
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Existence et unicité de solutions
Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
X,'j = (9]'0[,‘ — 6,'0[]' and Y,‘j = ajﬂ,' — 8,-Bj.

Alors :
(0t + B+ V) Xj = 0iBrOkcyj — OBk
(0: + - V) Yy = 00Ok Bj — 8Ok By

Quelles estimations ? Solution : trouver un espace intermédiaire.
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Existence et unicité de solutions
Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
Xij = 0ja; — Ojayj and Y = 0;B; — 0iB;.

Alors :
(0t + B+ V) Xij = 0iBkOkcyj — Oj Bk
(0t + - V) Y = Oy Ok Bj — OjcucOicBi-

Quelles estimations ? Solution : trouver un espace intermédiaire. Espace de Besov :

L~ cBY ,CC".
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Existence et unicité de solutions
Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
Xij = 0ja; — Ojayj and Y = 0;B; — 0iB;.

Alors :
(0t + B+ V) Xij = 0iBkOkcyj — Oj Bk
(0t + - V) Y = Oy Ok Bj — OjcucOicBi-

Quelles estimations ? Solution : trouver un espace intermédiaire. Espace de Besov :
co 0 €
L*® C By, CC.

Avantage : estimations linéaires pour I'équation de transport

t t
X Vles,, < (14 [ 190, V8l ) {1%0. Yollse, + [ IRHSee , } -
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Existence et unicité de solutions
Contribution des variables d'Els&sser Le cas des fluides plans d = 2

Estimations a priori

Méthode pour éliminer la pression, appliquer le rotationnel.
Xij = 0ja; — Ojayj and Y = 0;B; — 0iB;.

Alors :
(0t + B+ V) Xij = 0iBkOkcyj — Oj Bk
(0t + - V) Y = Oy Ok Bj — OjcucOicBi-

Quelles estimations ? Solution : trouver un espace intermédiaire. Espace de Besov :
co 0 €
L*® C By, CC.

Avantage : estimations linéaires pour I'équation de transport

t t
X Vles,, < (14 [ 190, V8l ) {1%0. Yollse, + [ IRHSee , } -

Désavantage : le produit ponctuel des fonctions Bgo 1 X Bgo 1 — Bgo , est mal
défini/discontinu.
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Introduction des “tourbillons” (X, Y) = curl(e, B) :

(0:+B-V)X =L(Va,VB)
(Ot +a-V)Y = L(VB,Va).

Dimension d = 2, donc X = w +j et Y = w — j sont scalaires, et
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Le cas d'un fluide plan d =2

Introduction des “tourbillons” (X, Y) = curl(e, B) :

(0:+B-V)X =L(Va,VB)
(Ot +a-V)Y = L(VB,Va).

Dimension d = 2, donc X = w +j et Y = w — j sont scalaires, et
L : M2(R) x M2(R) — R est une forme bilinéaire anti-symétrique.
L(Va,Vp) = L(V(u +b),V(u— b)) =2L(Vb,Vu)

Estimations linéaires:

t t
1%, ¥ o s(1+/ ||Va,vm\oo){||xo,vouBo + [ ol Ioles }
00,1 0 0,1 0 00,1 0,1

Quand b est faible, les estimations sont presque linéaires.
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Existence et unicité de solutions
Contribution des variables d'Elsésser Le cas des fluides plans d = 2

Le cas d'un fluide plan d =2

Théoréme (C., Fanelli, 2020)
Soit ug, bg € Bgo 1N L2. Le temps de vie de la solution associée est au moins
[|(uo, bO)HLGBgo X

C
T"> ————— log{l+log|l+log|1+C
||(”0’b°)HL2r13§o A IIbO”Béo,l
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*

Théoréme (C., Fanelli, 2021)

Soit ug € Bgo 1N L2 et by € Bgo 1N L2, Le temps de vie de la solution associée est

au moins
ol ez
T > logd1l+log|1+log|1l+C—— ==
ol i2ng2_ Ibollgz_
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Le cas d'un fluide plan d =2

Théoréme (C., Fanelli, 2020)
Soit ug, bg € Bgc_l N L2. Le temps de vie de la solution associée est au moins
C ||(“07b0)HL2rngo1

> —— ——————log<l+log |1l+log|1+C
||(U0, bO)HLszgo A ”bo”Béo,1

*

\

Théoréme (C., Fanelli, 2021)

Soit ug € Bfm 1N L2 et bg € .‘351>C 1N L2. Le temps de vie de la solution associée est au

moins
C ||”0HL2mBZ
T > —— log{l+log|l+log|1+C—8 —22
||UOHLZOB§O . ||b0||3g0’1
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Jeux de variables équivalents ?
Théoréme d'équivalence

Retour les solutions bornées : équivalence des systémes

Equivalence des systémes

Variables d'Elsisser:
a=u+b and B=u—b.
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Pour revenir a u et b: u= %(a-ﬁ-ﬁ) et b= %(a—ﬂ).

Théoréme (C., Fanelli, 2020)

Soit 1 < p < +oo et (o, B) € CI(LP N L>) une solution faible.
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OB+ (a-V)B+Vm2=0
div(a) =0
div(B) = 0.

371'1,7'('2,

Pour revenir a u et b: u= %(a-ﬁ-ﬁ) et b= %(a—ﬂ).

Théoréme (C., Fanelli, 2020)

Soit 1 < p < +oo et (o, B) € C2(LP N L>) une solution faible. Alors 71 = 2. Ainsi
(u, b) est une solution faible de la MHD idéale.
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Théoréme d’équivalence
Retour les solutions bornées : équivalence des systémes

Equivalence des systémes

Variables d'Elsisser:

a=u+b and B=u—b.
Alors
Ora+ (B-V)a+Vmr =0
OB+ (a-V)B+Vm2=0
div(a) =0
div(B) = 0.

Pour revenir a u et b: u= %(a-ﬁ-ﬁ) et b= %(a—ﬂ).

371'1,7'('2,

Théoréme (C., Fanelli, 2020)

Soit 1 < p < +oo et (o, B) € C2(LP N L>) une solution faible. Alors 71 = 2. Ainsi
(u, b) est une solution faible de la MHD idéale.

Question : que dire de p = +007?
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Non-équivalence des systémes
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Alors
Ora+ (B8-V)a+Vmr =0
Ot + (- V)B+ Vma =0
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Contre-exemple : d = 2,

a(t,x) = (f(t),0) et B(t,x) = —(f(t),0).
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Non-équivalence des systémes

Variables d’'Elsasser :
a=u+b et B=u—b.

Alors

Ora+Vm =0

S 0t + V=0
e div(a) =0
div(8) = 0.

Contre-exemple : d = 2,
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Variables d'Elsésser :
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Alors
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Jeux de variables équivalents ?
Théoréme d'équivalence

Retour les solutions bornées : équivalence des systémes

Non-équivalence des systémes

Variables d'Elsasser :

a=u+b et B =u—b.
Alors
(F(£),0) + V(=x1f'(£)) = 0
—(f'(t),0) + V(x1f(t)) =0
div(a) =0
div(8) = 0.

E|7T1,7T2,

Contre-exemple : d = 2,

a(t,x) = (f(t),0) et B(t,x) = —(f(t),0).
L'équation du champ magnétique b = %(a — f3) devient

b+ (u- V)b — (b-V)u = %V(m — )
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Théoréme d'équivalence

Retour les solutions bornées : équivalence des systémes

Non-équivalence des systémes

Variables d'Elsasser :

a=u+b et B =u—b.
Alors
(f'(t),0) + V(—x1f'(t)) =0
—(f'(t),0) + V(x1f(t)) =0
div(a) =0
div(B) = 0.

Iy, m2,

Contre-exemple : d = 2,

a(t,x) = (f(t),0) et B(t,x) = —(f(t),0).

L'équation du champ magnétique b = %(a — B) devient
Otb+ (u-V)b— (b-V)u=(f(t),0) #0.

C’est une solution lisse C°° N L qui montre que les systémes ne sont pas équivalents.
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Théoréme d'équivalence

Dans le cas p = +o00, on établit un théoréme d'équivalence optimal.
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Théoréme d'équivalence

Dans le cas p = +o00, on établit un théoréme d'équivalence optimal.

Théoréme (C., 2021)

Soit (a, B) € C°([0, T[; L) une solution faible du systéme d’Els3sser et
(u, b) = %(a + B, a — B). Les affirmations suivantes sont équivalentes :
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Q Le couple (u, b) est une solution de la MHD idéale.
© pour tout temps t € [0, T[, la condition b(t) — b(0) € S; est vérifiée.
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Théoréme d'équivalence

Dans le cas p = +o00, on établit un théoréme d'équivalence optimal.

Théoréme (C., 2021)

Soit (a, B) € C°([0, T[; L) une solution faible du systéme d’Els3sser et
(u, b) = %(a + B, a — B). Les affirmations suivantes sont équivalentes :

Q Le couple (u, b) est une solution de la MHD idéale.
© pour tout temps t € [0, T[, la condition b(t) — b(0) € S; est vérifiée.

L'espace S} contient les distributions tempérées f € S; de transformée de Fourier
“petite” autour de £ = 0.

Définition (Chemin)

Fixons une fonction de troncature x € D. On note S; I'espace des f € S telles que

x(AF(€) — 0 lorsque A — 0.
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Soit (a, B) € C°([0, T[; L) une solution faible du systéme d’Els3sser et
(u, b) = %(a + B, a — B). Les affirmations suivantes sont équivalentes :

Q Le couple (u, b) est une solution de la MHD idéale.

© pour tout temps t € [0, T[, la condition b(t) — b(0) € S; est vérifiée.

L'espace S} contient les distributions tempérées f € S; de transformée de Fourier
“petite” autour de £ = 0.

Définition (Chemin)

Fixons une fonction de troncature x € D. On note S; I'espace des f € S telles que

x(AF(€) — 0 lorsque A — 0.

Exemples...
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@ Fonctions périodiques sans valeur moyenne : sin(ax1) € S,
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Théoréme (C., 2021)

Soit (a, B) € C°([0, T[; L) une solution faible du systéme d’Els3sser et
(u, b) = %(a + B, a — B). Les affirmations suivantes sont équivalentes :

Q Le couple (u, b) est une solution de la MHD idéale.

© pour tout temps t € [0, T[, la condition b(t) — b(0) € S; est vérifiée.

L'espace S} contient les distributions tempérées f € S; de transformée de Fourier
“petite” autour de £ = 0.

Définition (Chemin)

Fixons une fonction de troncature x € D. On note S; I'espace des f € S telles que

x(AF(€) — 0 lorsque A — 0.

Exemples...
@ Fonctions périodiques sans valeur moyenne : sin(ax1) € S,
© Fonction signe 0 = 1r, —1r_ € S;.
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End of the talk

Merci pour votre attention |
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