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Introduction

Surletore Q=T9 d=1,2,3

Equations de Navier-Stokes quantique

Btp TP V. (pu) = 0,
Ot(pu) + V - (pu ® u + p(p)I) = 20V - (pD(u)) + 2e2pVM — rpu
NG

p(0,x) = po(x), u(0,x)=ug(x), tERT, xe€Q

\.

Parametres

p(p) = p7 la pression
v coefficient adiabatique (v > 1)

e la constante de Planck

v la constante de viscosité

r une constante d’amortissement

V.
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Systeme des équations de Navier-Stokes quantique

Physique des équations

@ Passage du microscopique au macroscopique

A. Jiingel, 2009, LNP, Transport Equations for Semiconductors
Equation de Liouville-Von Neumann

Transformée de Wigner

Equation de Wigner-BGK

Passage a la limite hydrodynamique

V.

Potentiel de Bohm

@ Terme d'ordre 3

° 2pv%’7 =V - (pV2log(p)) = AVp — 4V - (V/p ® V+/p)

o Difficulté pour la construction de schéma numérique
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Construction du systeme augmenté

@ Gisclon, Lacroix — Violet, 2015, JNLA

o Bresch, Desjardins, Zatorska, 2015, JMPA

@ Bresch, Gisclon, Lacroix — Violet, 2019, ARMA
Vp

o v=c—
p

@ Systéme augmenté d’ordre 2

o Nouvelle équation comme gradient de la conservation de la masse

Rappel

Otp+V - (pu) =0,

dt(pu) + V - (pu @ u + p(p)l) = 20V - (pD(u)) + 26°pV

v
Systeme augmenté

Otp+ V- (pu) =0,
Ot(pu) + V - (pu @ u) + p7I) = €V - (pVv) + 2V - (pD(u)) — rpu,
At(pv) + V- (pv @ u) = —eV - (pV " u).

A
AP
NG

.
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Egalité de s-entropie

Equation d'énergie

Egalité d'énergie
p P pY
/at(5|u|2+ P+ =) +/ (rpluf +vIvaVul?) = 0
Q v-1 Q

o Bresch, Giovangigli, Zatorska, 2015, JMPA
@ Bresch, Gisclon, Lacroix-Violet, Vasseur, 2021, JMFM
e x €]0,1]

Egalité de k-entropie

2 4vk(1l — i
8t(£(u T ﬁv)Q 4 B(l + 2l > H))vz) + 2 4 2rvkp In(p))dx
@ 2 € 2 € v—1

+ / (2nu'yp7_2\8xp|2 + 20(1 — k) (v/pOxu)? + 2kv(\/pdxv)? + rpu2)dx =0 (1)
Q
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Démontrer (1)

Systeme augmenté

Otp + Ox(pu) = 0,
Bt (pu) + Ox(pu? + pY) = €dx(pdxv) + 2v0x(pdxu) — rpu,
Ot (pv) + Ox(pvu) = —edx(pOxu).

2KV
o w=u+—vV
€

o Systéme en les variables p, w, v
4k%(1 — k)

€

@ On note c = ¢ —

Réecriture du systeme en p, w, v

Otp + Ox(pw) = 2k10xp,
Be((pw) + Be(pw?+07+2rkp)
= 2kv0x (WOxp) + 2v(1 — K)Ox(pOx W) + cOx(pOxVv)—rpw + 4rkvdxp,
Ot(pv) + Ox(pvw) = 2kv0xx(pv) — €dx(pOxw).
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On obtient le systéme suivant :

3:U + 8 F(U) = M(U)

b
U>
P pw U2 .
U={pw |, FWU)=|pw?+p +2rkvp | = Ul-‘rU1 + 2rkv Uy
pv pvw U, U3
U,
26002 p
M =

2kv0x(Wxp) + 2v(1 — K)Ox(pOxw) + cOx(pOxv) — rpw + 4rkvdxp

2kv0x (vOxp) — €0x(pOxw) + 2kv0x(pOx V)

.
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Ebauche de la démonstration de la x-entropie

Remarques
1,02 12 uy
e E. = E(Ul + CUl) + P + 2rvk Uy In(Uy)

e E, est convexe
o G(U) = w(Ex + p(p) + 2rxvp)
° VyG = (VyF)Vuy(Ex)

Une ébauche de preuve, avec k € (0,1)
0tU + 0xF(U) = M(U)

:>/8tUVUE,i+8XF(U)VUE,€:/M(U)VUEK
Q Q
@/&E,{JraxG(U):/M(U)VUEE

Q Q

& / OtEe = — / 2rkvypY " 2(8xp)? + 20(1 — k)(\/pOxu)? + 21 (\/pOxv)? + rpu?
Q Q
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Schéma de splitting

0 U Ui Uy 1

£ o |

On suit la démarche proposé par D. Bresch et al., JCP, 2020. On note :

—
UP m UG, ) = (p(t", %) pw(t",xi)  pv(t",x))
u" = (U, ..., Ug)

402 k(

11—k 1
—2))(v,")2) + m(p?)w + 2rvkplin(pl)

EL(UD) = 3ol + (1 4+

N
El ot = dx 3 Ex(U])
i=1

Schéma de splitting

| A

On utilise un schéma de splitting :

U'H'% = U" 4 dt 0xF(U") Phase hyperbolique
U™t = U™E 4 dt M(U™Y)  Phase diffusive
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Phase hyperbolique

Etape 0:U + 0xF(U) =0

Avec Amax(F(Up)) = [Wf| + \/5(p0) 1 + 2rmv,i € [1, N]

Phase hyperbolique

L'étape est :

n+%_ I~ dt n n
i —Ui—&(FH_%—F- 1)

Le flux de Rusanov est :
" = (R = F(UP) = max ()] + /Ao T Br) L
oy = (FUa) = FUPD) = ma (wfl -+ /2T 2) =23
Qui permet d’avoir :

nh g
Etot S Etot
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Phase diffusive

o Etape Ul = Ut 4+ dtM(U™1)
o Discrétisation différences finies

@ Schéma Euler implicite en temps

Résolution de p"*1

On calcule p"'*'1 en premier

dep = 2k 05,
(T4 260AD)p" ! = p"+%

dt
avec D la matrice du Laplacien périodique, A = vl
Ix

n+1

Gréce a |'obtention de p"™*, le reste du probleme devient linéaire
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Bloc matriciel

On défini la matrice suivante :

p2 + PN P 0 0 _ P
P1 _ﬁ2 PN
_ P2 pP3 T P1 P2
P1 P2 p3
Clp) =
0 _PN-1  PN-21 PN _PN—1
PN—2 PN—1 PN
_PN 0 _ PN pnv—1+1p1
P1 PN—1 PN
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Discrétisation

Iy 2k00x(WOxp) + 2v(1 — K)Ox(pOxw) + cOx(pOxv) — rpw + 4rkvd. p
23 = —edx(pOxw) + 2kv3° (pdv)

M(p™1) = rdtl 4+ 2k A(C(p"t1) — D) + 2(1 — r)vA(D + C(p" 1)) %)\(]D) + (C(p"“))]
—eA(D 4 C(p"t1h)) 2KV AD
P — P
gntl _ 4r/£1/< —_— )
dx \ /;”/)” l‘

o On veut étre consistant avec dxp = pdx(log(p)).

Oxp P — PPy n pi = pi-1
@ On discrétise p( ) ———F—,avec P | = — T —
P dx, [prp" =2 In(pi) — In(pi-1)

i—L1
=3

Résolution

Un+1 U2"ng _ M(pn+1)U2r)J§1 + Sn+1

™ = = — R
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Décroissance de I'énergie en phase parabolique

Rappel : Egalité de k-entropie

=
( (u+ 2ﬁv)2 + P+ L 4 2”’”9’”(%’)) dx
Q 2 v-1

+ / (251/7;)7_2(8”2)2 +2v(1 — K)(v/pVu)? + 2k0(y/pVv)? + rpuz) dx =0
Q

Equivalent discret

|

dt . _
Ent < Efof—a(sz(pfjg)v = 3 o -

2/{1/ 2K
+ 2u( l*lﬁ)zp Al . [n+17( I’fll Tv{ff)f

n+1 n+1

Pt —p
+r E p,f'“{dxwi”Jrl 72/11/;} )
i prAT
2
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Solution d'Euler quantique

Solution a partir de I'équation de Schrodinger

2
o Equation de Schrédinger non linéaire ied: W + %8§X\P — f(|Z))w =o.

o Transformée de Madelung, E. Madelung, Zeit. f. Phys. 1927
o Equation d'Euler quantique :

Orp + Ox(pu) =0

00pu) + (p?) + (2 2 _
NG
5 . . 1 p?
o correspond a une équation de transport avec € = V= 0,r =0,p(p) = >

Soliton 'gris’ 1d

o Simulations numériques tirées de F. Dhaouadi et al., SIAM, 2019
bl — b3

o p(t,x) = bl — , b1,b3,UcRT, icibl=15b3=1,U=2
plt:) cosh(v/bL = B3(x — Ut))2
1v/
u(t,x)=U— ST
p(t; x)
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Résultats numériques

rho

L5 Solufion exacte =20
N
N:
14 N=128000
13
12+
11
1 . . . . . L
-20 -15 -10 5 o 5 10 15

(a) simulation pour le soliton sur une période
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Courbe de convergence

Avec Err = \/Z(dx(xnum — Xexacte))?

courbe d'erreur

—4— errrho
—3.07 —o— emru
—— ordre 1
—354
—a.04
E
L
E 454
=5.0 4
—5.5 4
T T T T T T
9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5

In(N})

Figure — Courbe de convergence pour des maillages de 8000 a 128000 mailles
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Autre cas numérique

Probleme de Riemann dispersif

@ Probléme sans solution analytique

o Conditions initiales :

En notant pp = 'DLJFTPR,
PL — PR X
polx) = pua — PR canh(5)

up(x) = up — UL;—uRtanh(%)

@ 4 valeurs caractéristiques définissent différents régimes :

8pm — 8\/PMPR + PR
T1 = UR + 5

2\/PM — /PR
T3 = UM —/PM, Ta=UL—+/pL

o Conditions limites de Dirichlet

_u+up

T2 = UR +/PM,
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Résultats numérique attendus

S »
‘numerical simulation
n ‘Whitham envelope ——
oft
Po o po
\"\
" 111010
IS
T=xit
T T 13 L] ) o El X/t
(a) Résultat numérique attendu (b) Résultat numérique obtenu par F. Dhaouadi et al.

Figure — p(x) pour pp =2, pr =1, uy =ug =0, =0.2at=70
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Résultats

tho

numériques pour p

256000 mailles

1
|
|“I

|~

|
B

16000 mailles
\‘ o 14
£
“ 12
b
.

(a) Simulation 16000 mailles

Robin Colombier

200 -100 0 100 200

(b) Simulation 256000 mailles

Figure — p(x) pour pp =2,pr =1, uy =ug =0,at =70
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Résultats numériques pour u

0.2

0.4

16000 mailles

(a) Simulation 16000 mailles

04

02

02}

04}

256000 mailles

‘
/ |“|’

N
-/

200 -100 0 100 200
x

(b) Simulation 256000 mailles

Figure — u(x) pour pp =2, pr =1, uy =ur =0,at =70
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Ajout de la viscosité

On considére désormais ce qu'il se passe avec de la viscosité :

164655 T T T T T

164650

164645

\

2

e 2 164640
= §

164635

164630

0.8 164625

-250 -200 -150 -100 -50 o 50 100 150 200 250 o
x temps
(a) Simulation pour différentes viscosités (b) Décroissance de I'énergie pour différentes viscosités

Figure — Probléme de Riemann dispersif avec viscosité pour 32000 mailles
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Conclusion

Travail fait

o Adaptation des équations en les variables p, w, v

@ Nouvelle méthode de démonstration de I'inégalité de k-entropie

o Construction d'un schéma numérique qui respecte cette inégalité
v

Perspéctives possibles

@ Extension du schéma a la 2d

@ Obtenir un résultat sur la vitesse de décroissance de |'énergie
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Schéma numérique

Résolution
On résout :

1
gt = Uit - mryugg 4 5o

On conjecture que la matrice est inversible

Spectre pour N=6

1500 -

1000 A

500 -

—500 +

—1000 1

—1500 7

1
Figure — Valeur propre dans C pour différentes valeurs de p,-x = 7
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Echelle microscopique

Pour comprendre le sens physique du systéme des équations de Navier-Stokes quantique, on va
effectuer un passage a I'échelle macroscopique en partant de I'échelle microscopique. On s'aide
pour cela des travaux A.Jiingel [Jngel2012QuantumNE, book:Jungel].

Sur le livre de A. Jiingel, Springer, 2009, Transport Equations for Semiconductors

C’est I'équation de Liouville-Von Neumann qui permet de donner I'état quantique d'un systéeme
de particules.

Equation de Liouville-Von Neumann

ihal’pOP(thvy) = (HX - H}/)popv (t7X7y) € R+ X RM X RM? (2)

—_RK2
avec H, = 5 A; — qV/(z), ou h est la constante de Planck réduite, q la charge d’un électron et
m
V un potentiel électrique.

On peut faire le lien entre pop et la densité p tel que :

P(t, X) = 2Pop(t’ X, X)y
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Echelle mésoscopique

Besoin d'une équation cinétique

Transformée de Wiger

Soit g : RT x RM x RM — C, on défini la transformée de Wigner de g par :

W(g)(t,x, p) =/ g(r,x+ L ox— X)e*”%’dy. 3)
'M 2 2

On appelle son inverse la quantité de Weil, noté W1,

.

Equation de Wiger

Si on défini w(t, x, p) = W(pop)(t,x, p), alors w est solution de I'équation :

1
Sw+ —p-Vew +qi[V]lw =0, (t,x,p) ERT x RM x RM, (4)
m
avec
1 i S ee=p)
O[VIw(t,x,p) = —u -0V(t,x,y)w(t,x,p')e =  dp'dy.
(2me) RMgM €

1 1
Et 8V(t,x,y) = V(t,x + 5y) = V(t,x = 5y).

= = = — Saneue
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Equation cinétique

Sous certaines hypothéses notamment de symétrie dans les interactions entre particules, on peut
simplifier le terme de potentiel [V]. Il faut de plus prendre en compte les collisions entre
particules, pour cela, on considére une relaxe a I'équilibre, c'est le modéle de Wigner-BGK, dont
I"équation adimensionnée est :

Equation de Wigner-BGK

1
0w + p - Vxw + qO[Vegr|w = ;(Meq[w] —w), (t,x,p) ERT xR xR, (5)

avec

Verr (t, x) = Vexe(t, x) + /p(t,s) Vo(x, s)ds,
R

p(t, x) — u(t, x)|

2 —1
Meq[w] = Exp((A(t, x) — O Exp(f) = w(e" ().

Ou Vj représente les interactions entre les particules a I'état initiale, et My est une maxwelienne
qui représente I'état a I'équilibre de w.

Robin Colombier Schéma NSQ



Passage a I'échelle macroscopique

Conservation des moments

Selon le choix de la maxwelienne, les moments de w peuvent représenter des quantités physiques :

p(t,x) = / w(t, x,s)ds, la densité de particules,
R

(6)
pu(t,x) = / sw(t, x, s)ds, la densité de courant,
R

Passage a la limite hydrodynamique

€ est le nombre de Knudsen, il fait le lien entre les échelles mésoscopique et macroscopique. En
effectuant le développement autour de I'équilibre en posant w = Meq[w] + vg, et en passant a la
limite v — 0, les moments de w deviennent solutions, a O(v) prés, des équations de
Navier-Stokes quantique :

Otp + 8X(pu) =0,

92 7
Or(pu) + BX(PUZ) + BXP(P)*ZGZP‘?X% = 200x(pOxu), &

avec a la constante de Planck réduite adimensionnée, sous I'hypothése que €2 = O(v).
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