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Approximation d’un contrôle exact frontière pour une équation des
ondes semi-linéaire unidimensionnelle avec des conditions aux

limites mixtes

Sue CLARET, Laboratoire de Mathématiques Blaise Pascal - Clermont-Ferrand

Soient Ω := (0, 1), T > 0 et QT := Ω × (0, T ). On note H1
(0)(Ω) :=

{
f ∈ H1(Ω); f(0) = 0

}
. On

considère l’espace de Hilbert H et les sous-ensembles fermés A et A0 suivants :

H :=
{

(y, v) ∈ L2(QT ) × L2(0, T ); y ∈ C0
(
[0, T ]; H1

(0)(Ω)
)

∩ C1
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
,

y(0, ·) = 0, ∂xy(1, ·) = v, ∂tty − ∂xxy ∈ L2(QT )
}

,

A :=
{

(y, v) ∈ H;
(
y(·, 0), ∂ty(·, 0)

)
= (u0, u1),

(
y(·, T ), ∂ty(·, T )

)
= (z0, z1)

}
,

A0 :=
{

(y, v) ∈ H;
(
y(·, 0), ∂ty(·, 0)

)
= (0, 0),

(
y(·, T ), ∂ty(·, T )

)
= (0, 0)

}
.

Dans cet exposé, pour tous (u0, u1), (z0, z1) ∈ H1
(0)(Ω)×L2(Ω), on construit, en adaptant [1], une suite

(vk)k∈N qui converge vers un contrôle v ∈ L2(0, T ) pour l’équation des ondes semi-linéaire
∂tty − ∂xxy + f(y) = 0 QT ,

y(0, t) = 0, ∂xy(1, t) = v(t) (0, T ),(
y(·, 0), ∂ty(·, 0)

)
= (u0, u1) Ω,

(1)

tel que
(
y(·, T ), ∂ty(·, T )

)
= (z0, z1). Le résultat principal est donnée par le Théorème 1 :

Théorème 1. On suppose que T > 2. On considère une fonction f ∈ C1(R) telle que f ′ est une fonc-
tion α-Hölderienne pour un certain α ∈ [0, 1] satisfaisant lim sup

|x|→+∞

|f ′(x)|
ln2|x| < β avec β > 0 suffisamment

petit. Soit (yk, vk)k∈N la suite définie par (y0, v0) ∈ A et pour tout k ∈ N

(yk+1, vk+1) = (yk, vk) − λk(Y 1
k , V 1

k ), λk = argminλ∈[0,1]E
(
(yk, vk) − λ(Y 1

k , V 1
k )

)
où E(y, v) = ∥∂tty − ∂xxy + f(y)∥2

L2(QT ) pour tous (y, v) ∈ A et (Y 1
k , V 1

k ) ∈ A0 minimise la fonction-
nelle J (y, v) = 1

2∥y∥2
L2(QT ) + 1

2∥v∥2
L2(0,T ) sur toutes les paires état-contrôle pour{

∂ttY
1

k − ∂xxY 1
k + f ′(yk)Y 1

k = ∂ttyk − ∂xxyk + f(yk), QT ,

Y 1
k (0, t) = 0, ∂xY 1

k (1, t) = V 1
k (0, T ).

Alors (yk, vk)k∈N converge fortement vers une paire état-contrôle pour (1) avec une convergence au
moins linéaire, puis au moins d’ordre 1 + α après un nombre fini d’itérations.
En particulier, on présentera quelques éléments de la preuve basée sur l’obtention d’une inégalité
d’observabilité pour une équation des ondes linéaire obtenue en adaptant [2] puis des simulations
numériques seront commentées pour illustrer le résultat.
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