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La fonctionnelle de Griffith

Soit Q RN un ouvert borné. On minimise

.
/ Ce(u) : e(u)dx+ HNVHK), ou e(u):= M,
Q\K 2

énergie élastique aire de la fracture

parmi les paires (u, K) ou K C Q (fracture) est un fermé de
dimension N —1 et u: Q\ K — RN (champ de déplacement) est
une fonction lisse avec une condition de Dirichlet au bord 0X2.

“ry

Figure 1 : Ouverture, cisaillement plan, cisaillement anti-plan




Comparaison avec la fonctionnelle de Mumford-Shah

Etant donné g € L>(RQ), la fonctionnelle de Mumford-Shah est
/ \Vu\2dx—|—7-[N71(K)+/ lu— g|?dx
Q\K Q

ou K C Q (segmentation) et u: Q\ K— R (approximation lisse
par morceaux).



Comparaison avec la fonctionnelle de Mumford-Shah

Etant donné g € L>(RQ), la fonctionnelle de Mumford-Shah est
/ IVul? dx + HN*I(K)—&—/ lu— g|?dx
Q\K Q

ou K C Q (segmentation) et u: Q\ K— R (approximation lisse

par morceaux).
La fonctionnelle de Griffith pose plusieurs difficultés
1. Pas de contrle sur toutes les dérivées [g, )\, |V ul? dx.

2. Pas de contréle sur les variations internes (uo ¢~ 1, #(K)), ol
¢ est un difféfomorphisme.

3. Pas de principe du maximum.

4. Pas d'analogue de la formule de la co-aire

/;OO HNL(B(x, )\ K) N {u=t})dt = ‘/;(X‘r)\K i b
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Notion de minimiseur local

Definition
Une paire (u, K) est un minimiseur local de Griffith dans € si pour

toute boule ouvert B CC Q et pour toute paire (v, L) avec
L\B=K\B et v=udansQ\ (BUK),
on a

Ce(u) : e(u)dx+ HN"1(KN B)
JB\K

< Ce(v) : e(v)dx+ HN"Y(LN B).
B\K



EDP associée a des variations externes

Soit (u, K) un minimiseur local de Griffith dans Q2. En comparant

(u,K) et
(u+ep,K), olpe CLAURY),

on trouve que dans toute composante connexe V de Q\ K, la
fonction v est solution faible de

div(e(u)) =0 dans V
e(u)r =0 le long QN OV,

ou v est un champ de vecteurs normal a 9V.



EDP associée a des variations externes

Soit (u, K) un minimiseur local de Griffith dans Q2. En comparant

(u, K) et
(u+ep,K), ol pe Co(Q:RY)

)

on trouve que dans toute composante connexe V de Q\ K, la
fonction v est solution faible de

div(e(u)) =0 dans V
e(u)r =0 le long QN OV,

ou v est un champ de vecteurs normal a 9V.

La régularité de K détermine la régularité de v au bord.



Homogénéité du probleme

Ahlfors-régularité (Conti, Focardi, lurlano, Chambolle)

Soit (u, K) un minimiseur local de Griffith dans Q. Pour toute
boule B(x, r) C Q avec x € K,

HNL (KN B(x, 1)) +/ e(v)?dx < ¢Vt

HN- 1(Km B(x,r)) > C 1AL
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boule B(x, r) C Q avec x € K,

HNL (KN B(x, 1)) +/ e(v)?dx < ¢Vt

HN= 1(Km B(x,r)) > C 1L,
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Si (u, K) est un minimiseur local dans B(xg, rp), alors

u(xo + ro-) K—xo
NG

> est un minimiseur local dans B(0,1).
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Homogénéité du probleme

Ahlfors-régularité (Conti, Focardi, lurlano, Chambolle)

Soit (u, K) un minimiseur local de Griffith dans Q. Pour toute
boule B(x, r) C Q avec x € K,

HNL (KN B(x, 1)) +/ e(v)?dx < ¢Vt

HN= l(Km B(x,r)) > C 1L,
Remise a échelle

Si (u, K) est un minimiseur local dans B(xg, rp), alors

u(xo + ro-) K—xo
NG

p-Energie élastique normalisée

wp(x0, 10) 1= ré 2N/p (/B( . le(u) p(lX)
J B(x0,r0)\

> est un minimiseur local dans B(0, 1).

TN



Limites blow-up

Theorem (L.-Lemenant)
Soit (u, K) un minimiseur de Griffith local dans Q C RN tel que

0 € K. A limite blow-up en 0 est une limite de la forme

I u(ri-) K j i —
(too, Koo) = i—l)ITOO < Vi ’ r,-) o Hllinoc i =0.

Alors (Ux, Kx) est un minimiseur global de Griffith dans RN et si

K. est un céne dans R?, alors

K, = —

(M) (@) (3)



Limites de paires

Soit (uj, K;) une suite de paires dans Q; — Q.

Definition
On dit que (uj, Ki)i — (u, K) si

1. (Ki)i — K en distance de Hausdorff locale;

2. pour toute composante connexe O de Q \ K, il existe une
suite de mouvements rigides (a;); telle que pour tout compact

HcCO, .
lim / lui — aj— u?dx=0.
JH

i——+00



Propriété de ce mode de convergence

Soit (u;, K;) une suite de paires dans Q; — Q.
Compacité
Si lim sup/ le(u; 2 < 400 pour tout compact HC Q

i—400

alors (uj, Ki) a une sous-suite convergence (uj, Kj) — (u, K).

10



Propriété de ce mode de convergence

Soit (u;, K;) une suite de paires dans Q; — Q.

Compacité

Si lim sup/ le(u; 2 < 400 pour tout compact HC Q
i—400

alors (uj, Ki) a une sous-suite convergence (uj, Kj) — (u, K).

Semi-continuité inférieure
Si (ui, Ki)i — (u, K), alors pour tout ouvert VC Q et p € [1,00),

/ [Ce(u) : e(u)]P/? dx < liminf [Ce(u) : e(u)]”/? dx.
Jwnk i=+00 JQ,NWK;

mais a-t-on

HNY KN V) <liminf HV Y KN V) 2
A 10



Propriété d’uniforme concentration

Pour tout gg € (0, 1), il existe Co = Cp(g0) > 1 telle que...

Theorem (L.-Lemenant)
Soit (u, K) un minimiseur local de Griffith. Pour toute boule B(x, r)
avec x € K, il existe B(y,t) C B(x,r) avecy € K et t > Cy'r tel
que

HN Y (KN B(y, 1)) > (1 — eo)wn_1tV71,

ot wy—1 est l'aire du disque unité de dimension (N — 1).

11
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Propriété d’uniforme concentration

Pour tout gg € (0, 1), il existe Co = Cp(g0) > 1 telle que...

Theorem (L.-Lemenant)
Soit (u, K) un minimiseur local de Griffith. Pour toute boule B(x, r)

avec x € K, il existe B(y,t) C B(x,r) avecy € K et t > Cy'r tel
que
HN Y (KN B(y, 1)) > (1 — eo)wn_1tV71,

ot wy—1 est l'aire du disque unité de dimension (N — 1).

Si Ki — K a la propriété d'uniforme concentration,

alors HV=1 semi-continue inférieure (DalMaso, Morel, Solimini).

Les preuves connues pour Mumford-Shah

ne s’adaptent pas a Griffith...
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Résumé de la preuve : 1) Estimées de type Carleson

Estimées de Carleson. Soit p € [1,2).

En moyenne pour les boules B(y, t) avec y € KN B(x,r) et t € (0, r),

)

la p-énergie élastique normalisée wp(y, t) est petite,

ou

2
. p
wp(y, t) := t12N/p </ e(u)\de> :
- B(y7t)\K

12



Résumé de la preuve : 1) Estimées de type Carleson

Estimées de Carleson. Soit p € [1,2).

3 Jd dt_
[ [utn oS el < c,
yeKNB(x,r)J0 t

ou

2

p

wp(y, t) = t12N/p (/ e(U)V’dx) .
B(y,t)\K

12



Résumé de la preuve : 1) Estimées de type Carleson

Estimées de Carleson. Soit p € [1,2).

' i dt
/ /wp(y» t)— dH(y) < ¢/,
yeKNB(x,r)J0 t

ou
2

P
wply, 1) i= 72N ( / e(u)\"dx)
B(y,)\K

Consequence : pour tout g9 > 0, il existe Cp = Co(egg) > 1 telle
que
Jy € KN B(x, 1) et t € (Cytro, ro) satisfaisant

wP(y‘/ t) < €0,
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Résumé de la preuve : Il) lien avec les films de savon

Idée : en régime de petite énergie élastique, la fracture
se comporte comme un ensemble minimal (film de savon)

et donc a une densité > 1.

13



Résumé de la preuve : Il) lien avec les films de savon

Idée : en régime de petite énergie élastique, la fracture
se comporte comme un ensemble minimal (film de savon)
et donc a une densité > 1.

Pour tout € > 0, il existe 9 = gg(e) > 0 tel que...

Lemma
Soit (u, K) un minimiseur local de Griffith. Pour toute boule B(x, r)

avec x € K, si
wP(X7 r) S €0,

then
HN VKN B(x, 1) > (1 —&)wn_17"7t,

ot wy_1 est l'aire du disque unité de dimension N — 1.
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Résumé de la preuve : Il) lien avec les films de savon

= On procéde par contradiction : disons que (uj, K;) est une
suite dans B(0, 1) telle que

w'(0,1) :== /;3(0 ) le(u)|Pdx — 0

mais

HNUK) < (1 — &)wnei.
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Résumé de la preuve : Il) lien avec les films de savon

= On procéde par contradiction : disons que (uj, K;) est une
suite dans B(0, 1) telle que

w'(0,1) :== /B(O ) le(u)|Pdx — 0

mais

HVN LK) < (1 - &)wnet.
= Extraire (uj, Kj) — (u, K) et HN1L K; — p.
= But : montrer que 1 > HV"1L K et que K est un

ensemble minimal.

14



Résumé de la preuve : Il) lien avec les films de savon

Afin d'avoir 11 > HN-L K, il suffit de montrer que

p(B7) - |

pour p.t. x€ K limsup e
r—0 WN-1F

15
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= On montre que la limite K est rectifiable.
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Résumé de la preuve : Il) lien avec les films de savon

Afin d'avoir 11 > HN-L K, il suffit de montrer que

p(B7) - |

pour p.t. x€ K limsup e
r—0 WN-1F

= On montre que la limite K est rectifiable.
= |l suit que pour HN=1-p.t. x € K, pour tout £ > 0, il existe
r> 0 et un hyperplan P passant par x tel que

KiN B(x,r) C {dist(-,P) <er} et w;(x, r) <e.

pour i assez grand.

= Est-ce que cela implique

HNL KN Bx, 1) > (1 — e)on_a V! 2
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Résumé de la preuve : Ill) une estimation directe par slicing

Pour tout € > 0, il existe £1 = 1(¢) > 0 tel que...

Lemma
Soit (u, K) un minimiseur local de Griffith. Pour tout boule B(x, r)

avec x € K, si

KN B(x,r) C {dist(-, P) <eir} and wp(x,r) <e,

alors
HNYKNB(x, 1) > (1 — e)wn_17"7t,

ot wp_1 est l'aire du disque unité de dimension N — 1.
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Résumé de la preuve : Ill) une estimation directe par slicing

Pour tout € > 0, il existe £1 = 1(¢) > 0 tel que...

Lemma
Soit (u, K) un minimiseur local de Griffith. Pour tout boule B(x, r)

avec x € K, si
KN B(x,r) C {dist(-, P) <eir} and wp(x,r) <e,

alors
HNYKNB(x, 1) > (1 — e)wn_17"7t,
ot wp_1 est l'aire du disque unité de dimension N — 1.

Démonstration : Argument de slicing en utilisant

%[U(X+ ten) - en] = (e(u)(x + ten)en) - en.
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